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Vorwort  des  Heransgebers. 


Das  im  Jalire  1889  in  zweiter  Auflage  erscliienene  Buch  des 
Verfassers  „A  Treatise  on  Differential  Equations"  von  welcliem  auch 
eine  vom  Unterzeichneten  besorgte  deutsche  Uebersetzung  erschienen 
ist*),  behandelte  die  elementaren  Methoden,  welche  für  die  Integration 
gewöhnlicher  und  partieller  Differentialgleichungen  erster  und  zweiter 
Ordnung  hauptsächlich  in  Frage  kommen.  Dem  elementaren  Cha- 
rakter und  dem  praktischen  Zwecke  des  Buches  entsprechend,  hatten 
indessen  in  demselben  die  Integrationsmethoden  für  die  partiellen 
Differentialgleichungen  nur  eine  sehr  kurze  und  lückenhafte  Behand- 
lung erfahren  können.  Das  vorliegende  Werk  füllt  nun  diese  Lücke 
zu  einem  gewissen  Theile  aus,  indem  es  für  einen  begrenzten  Theil 
des  Grebietes  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
welcher  indessen  mit  der  allgemeinen  Theorie  dieser  Grleichungen  in 
engster  Beziehung  steht,  nämlich  für  die  sogenannten  Pfaflf 'sehen 
Gleichungen,  nach  einander  die  Methoden  darlegt,  welche  bisher  für 
die  Integration  solcher  Gleichungen  vorgeschlagen  wurden.  Wenn 
auch  hierbei  naturgemäss  die  Vortheile  und  Nachtheile  der  einzelnen 
Methoden  hervorgehoben  werden  und  die  Tragweite  derselben  einer 
Erörterung  unterzogen  wird,  so  ist  das  Buch  doch  nicht '  als  eine 
historisch -kritische  Studie  im  strengen  Sinne  des  Wortes  aufzufassen, 
vielmehr  ist  der  Zweck  des  Buches,  was  bei  einer  Beurtheilung  im 
Auge  zu  behalten  ist,  ein  wesentlich  praktischer,  nämlich  dem  Stu- 
direnden,  oder  wer  sich  sonst  in  die  Theorie  des  Pfaff'schen  Problems 
einzuarbeiten  wünscht,  einen  Ueberblick  über  die  für  diesen  schwie- 
rigen Gegenstand  in  Betracht  kommenden  Arbeiten  zu  geben  und 
ihn  zu  befähigen,  vorkommende  specielle  Aufgaben  zu  lösen  und  even- 
tuell  auf  dem  betrachteten  Gebiete  selbstständig  weiter  zu  arbeiten. 


*)  Unter  dem  Titel:    Lehrbuch   der  Differentialgleichungen   von  Dr.  A.  R. 
Forsyth,  Braunschweig  1889,  Friedrich  Vieweg  &  Sohn. 


IV  Vorwort  des  Herausgebers. 

In  letzterer  Beziehung  dürfte  insbesondere  das  Schlusskapitel,  welches 
die  Systeme  von  Pfaff'schen  Grleichungen  behandelt  und  auch  einige 
neue  vom  Verfasser  herrührende  Untersuchungen  enthält,  geeignet 
sein  anregend  zu  wirken,  da  hier  in  präciser  Form  die  Aufgaben 
angegeben  werden,  welche  auf  diesem  bisher  wenig  bebauten  Felde 
noch  ihrer  Lösung  harren. 

Während  ich  meiner  Uebersetzung  des  Treatise  on  Differential 
Equations  einen  Anhang  beigegeben  hatte,  in  welchem  die  Lösungen 
der  im  Buche  aufgeführten  Uebungsaufgaben  zusammengestellt  waren, 
glaubte  ich .  im  vorliegenden  Falle  von  einem  solchen  Anhange  ab- 
sehen zu  dürfen.  Denn  einerseits  ist  das  Buch  doch  immerhin  schon 
für  Fortgeschrittenere  bestimmt,  welche  eine  Controle  ihrer  Rech- 
nungen nicht  mehr  so  nöthig  haben  wie  Anfänger,  andererseits  würde 
auch  schon  eine  blosse  Skizzirung  der  Auflösung  dieser  schwierigen 
Aufgaben  einen  recht  erheblichen  Raum  beansprucht  haben,  der  viel- 
leicht nicht  mehr  im  Verhältniss  zu  dem  mit  einem  derartigen  An- 
hange zu  erzielenden  Nutzen  gestanden  hätte. 

Berlin,  im  October  1892. 

H.  Maser. 


Vorwort  des  Verfassers. 


Durch  den  vorliegenden  Band  erliält  ein  Versprechen  theilweise 
seine  ErfüUung,  welches  von  mir  bei  Veröffentlichung  meines  Buches 
„A  Treatise  on  Differential  Equations"  gemacht  wurde.  Es  war  meine 
Absicht,  Alles,  was  zur  Entwicklung  des  besonderen  in  dem  gegen- 
wärtigen Buche  behandelten  Gegenstandes  wesentlich  beigetragen  hat, 
zusammenzustellen,  und  die  historische  Form,  deren  ich  mich  bei 
der  Darlegung  desselben  bediente,  ermöglichte  es  zugleich,  ein  an- 
schauliches Bild  von  dem  fortlaufenden  Gange  der  Entwicklung 
zu  geben. 

Auf  die  Quellen,  aus  denen  ich  geschöpft  habe,  ist  an  geeigneter 
Stelle  hingewiesen  worden.  Ich  habe  einige  Untersuchungen  hinzu- 
gefügt, die,  wie  ich  glaube,  neu  sein  dürften.  Ferner  habe  ich  zur 
Erläuterung  der  verschiedenen  Methoden  einige  Beispiele  gegeben! 

Cambridge,  28.  Juli  1890. 

A.  R.  Forsyth. 
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1.  Kapitel. 
Eine  einzige  exaete  (jleieliung *). 


Ist  eine  Anzahl  von  Veränderlichen  x^  y,  0,  u,  .  .  .   durch   eine 
dauernde  Relation  von  der  Form 
(1)  (p{x,  y,  z,  u,  .  .  .)  =  «, 

wo  a  eine  Constante  ist,  verbunden,  so  werden  irgendwelche  gleich- 
zeitigen kleinen  Variationen  dx,  dy,  dz,  du,  .  .  .,  welchen  die  Ver- 
änderlichen unterworfen  werden,  in  der  Beziehung  zu  einander  stehen, 
dass  die  Grleichung 

^^dx-\-  I?  dy-^^-^dz-\-^-^  dit  -f  .  •  •  =  0 

erfüllt  ist;  und  wenn  eine  Relation  zwischen  den  kleinen  Variationen 
in  dieser  Form  gegeben  ist,  so  erhält  man  die  äquivalente  Integral- 
beziehung unmittelbar  in  der  Form  der  ersten  Gleichung. 

Die  Grleichung,  welche  diese  kleinen  Variationen  mit  einander 
verknüpft,  ist  exact,  da  ihre  linke  Seite  ein  exactes  Differential  ist. 
Wenn  aber  die  ersten  Differentialquotienten  von  <p  nach  den  Ver- 
änderlichen einen  gemeinsamen  Factor  ft  haben,  so  dass  wir 

Wx-^^'      dy-^^>      Tz-^^'      g^-^'^'--- 


*)  Es  mag  bemerkt  werden,  dass  die  üntersuclaungen  im  ersten  Kapitel 
bezüglich  der  esacten  linearen  Gleichungen  eine  weitere  Ausführung  der  sehr 
kurzen  in  den  §§  150 — 164  meines  Treatise  on  Differential  Equations  (unter  dem 
Titel:  „Lehrbuch  der  Differentialgleichungen"  deutsch  herausgegeben  von  H.  Maser. 
Braunschweig  1889.  Fr.  Vieweg  &  Sohn)  gegebenen  Skizze  dieser  Art  Gleichungen 
sind.  Im  Folgenden  werden  wir  das  genannte  Werk  kurz  als  „Lehrbuch'  citiren. 
Ferner  sind  die  Untersuchungen  im  zweiten  Kapitel  bezüglich  der  Integration 
von  Systemen  partieller  Differentialgleichungen  im  Besonderen  dazu  bestimmt, 
May  er 's  Theorie  eines  Systems  von  Gleichungen  von  specieller  Form  darzulegen 
und  die  Untersuchungen  von  Bour  und  Jacobi  zu  ergänzen. 

Forsyth,  Theorie  der  Differentialgleichungeu.  1 


2  1.  Kapitel  t§  2] 

setzen  könüen,  so  geht  die  die  Variationen  verbindende  Relation  nach 
Wegliebung   des  von   diesen  Variationen  nicht  abhängenden  Factors 
^  über  in 
(2)  Pdx  +  Qdy  +  Bds  +  Sdu  -] =  0. 

Diese  neue  Grleichung  (2)  ist  im  Wesentlichen  dieselbe  wie 
die  frühere  Gleichung;  indessen  ist  sie  nicht  not h wendig  —  und 
dies  wird  der  allgemeinere  Fall  sein  —  eine  exacte  Gleichung. 
Um  sie  zu  einer  exacten  Gleichung  zu  machen,  so  dass  die  Integral- 
relation (1)  daraus  abgeleitet  werden  kann,  muss  der  Factor  ^,  den 
wir  den  integrirenden  Factor  nennen  können,  wieder  hergestellt 
werden,  und  da  in  der  reducirten  Gleichung  keine  Andeutung  über 
die  Form  des  Factors  ^  übrig  geblieben  ist,  so  muss  die  Bestimmung 
dieses  Factors  durch  eine  besondere  Untersuchung  geschehen. 

§  2. 

Es  giebt  noch  andere  mit  (1)  äquivalente  Formen  von  Rela- 
tionen, welche  zu  derselben  Gleichung  (2)  führen.  Ist  O  irgend  eine 
Function  von  (p,  etwa 

so  kann,  wenn  c  der  Werth  von  f{a)  ist,  die  Gleichung  (1)  ersetzt 
werden  durch 

worin  0  eine  Function  von  x,  y,  z,  u  .  .  .  und  c  eine  Constante  ist. 
Dieselben  kleinen  Variationen,  welchen  die  Veränderlichen  unterworfen 
werden,  sind  nun  durch  die  Gleichung  verbunden: 

öx  '     oy     ^    '     08  du  * 

Da  aber  x,  y,  0,  u,  .  .  .  in  <t)  nur  vermöge  9?  vorkommen,  so  hat  man 

dx         dcp   dx         dcp  "  ^'  ^^^ 

u.  s.  w. 

und  somit  reducirt  sich  die  die  Variationen  verbindende  Gleichung 
nach  Weghebung  des  Factors  M,  wo 

ist,  wie  vorher  auf  die  Gleichung  (2);  es  ist  daher  M  ein  integrirender 
Factor,  vermittelst   dessen   wir   die   Gleichung  (1')    erhalten   können. 


[§  3]  fiine  einzige  exacte  Gleichung.  3 

Hiernach  haben  wir  für  jede  Form  von  f,  welche  zu  einer  der  Form 
nach  neuen  Integralgleichung  führt,  einen  entsprechenden  iutegriren- 
den  Factor. 

Wir  wollen  eine  Function  der  Variablen  eine  Lösung  von  (2) 
nennen,  wenn  (2)  durch  diejenige  Relation  befriedigt  wird,  welche 
man  erhält,  wenn  man  jene  Function  einer  Constanten  gleichsetzt. 
Daher  sind  die  Functionen  q)  und  et)  Lösungen  von  (2).  Das  eben 
erhaltene  Resultat  zeigt,  dass,  wenn  zwei  Grössen  Functionen 
von  einander  sind,  sie  auch  Lösungen  der  nämlichen  Grlei- 
chung  sind. 

§  3. 
Umgekehrt,  wenn  die  Differentialgleichung 

Fdx  +  Qdy  +  Rdz  +  Sdu  -\ =  0 

(die,  wie  wir  anjiehmen,  die  einzige  Relation  sein  möge,  welche 
zwischen  den  Differentialen  der  Variablen  besteht)  mittels  einer  ein- 
zigen Litegralgleichung  befriedigt  werden  kann,  so  sind  alle  ihre 
Lösungen  einander  äquivalent,  d.  h.  eine  Lösung  genügt,  um 
alle  Lösungen  zu  finden.     Denn  es  seien 

(p  =  cp(x,  y,  0,  w,  .  .  .) 
0  ==  <\>{x,  y,  3,  u,.  ..) 
zwei  Lösungen,  so  dass  wir  haben: 

d(p  =  0,         d<i>  =  0. 
Wird  X  zwischen  den  beiden  Litegralgleichungen  eliminirt,  so  ist  die 
resultirende  Gleichung  von  der  Form: 

Fi(p,  <t>,  y,  2,  «,...)  =  0. 
Hieraus  ergiebt  sich: 

dFj       ,     SF  -,.     ,    dF   -,      .    dF  -.      .    dF  -.       .  ., 

ä^  ^9>  +  äö  ^^  +  ä^  ^2/  +  ^  ^^^  +  -g^  ^?*^  +  •  •  •  =  0 

und  daher: 

dF  ^      ,    dF  -,      ,    dF  ^      .  „ 

-^^—  dy  +  -^—  dz  +  -TS-  du  -\-  •  •  •  =  0, 
oy     ^    ^     dz  'du  '  ' 

welches  eine  Differentialgleichung  zwischen  denselben  Veränderlichen 
wie  die  ursprüngliche  'Differentialgleichung,  aber  von  letzterer  ver- 
schieden ist,  da  die  Variation  dx  darin  nicht  vorkommt.  Da  aber 
die  ursprüngliche  Gleichung  die  einzige  Relation  zwischen  den  Diffe- 
rentialen der  Variablen  ist,  so  folgt,  dafs  die  neue  Gleichung,  welche 
nicht  infolge  jener  ursprünglichen  Gleichung  befriedigt  wird,  identisch 
stattfindet;  somit: 
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8y  ^       dz  ^      du  '        ' 

so  dass  F  explicit  uuabliängig  von  y,  z,  u,  .  .  .  ist  und  die  Form 
annimmt : 

F{<t>,  9))  ^  0. 

Hiernacli  kann  0  durch  cp  ausgedrückt  werden,  womit  der  Satz  be- 
wiesen ist. 

§  4. 

Ferner  sind  die  den  Functionen  0  und  (p  entsprechenden  inte- 
grirenden  Factoren  M  und  ^  derart,  dass 

ist,  und  /"(qp)  ist  als  Function  der  Lösung  tp  selbst  eine  Lösung  (§  2); 
daher:  Der  Quotient  zweier  integrirenden  Factoren  ist,  falls 
nicht  eine  Constante,  eine  Lösung  der  Gleichung. 

Und:  Wenn  cp  die  durch  den  Factor  ^  bestimmte  Lösung 
ist,  so  ist  jeder  andere  Factor  von  der  Form  ^.2,(cp)j  wo  A 
eine  Function  von  cp  ist. 

§■5- 

Wenn  eine  Diflferentialgleichung  von  der  gegenwärtig  in  Betrach- 
tung stehenden  Form  gegeben  ist,  so  braucht  nicht  nothwendig 
eine  einzige  Integralgleichung  zu  existiren,  durch  welche  sie 
befriedigt  wird.  Die  Bedingungen,  dass  dem  wirklich  so  ist,  sind,  dass 
die  Coefficienten  P,  Q,  R,  S,  .  .  .  der  Differentiale  den  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten einer  Function  proportional  sind,  Bedingungen,  die 
nicht  für  jede  beliebige  Reihe  willkürlich  angenommener  Grrössen 
P,  Q,  Bj  Sf  .  .  .  erfüllt  sind.  Und  diese  Bedingungen  führen  zu  Re- 
lationen zwischen  den  Grössen,  welche  erfüllt  sein  müssen,  wenn  die 
Differentialgleichung  eine  einzige  ihr  äquivalente  Integralgleichung 
besitzen  soll.     Wir  wollen  diese  Relationen  jetzt  suchen. 

Die  Differentialgleichung  sei 

(3)  Xj^dxi  +  ^ü^^2  +  ■  ■  •  +  XpdXp  =  0 

und  es  werde  angenommen,  dass  dieselbe  aus  der  Gleichung 

(4)  9^{^if  ^2  7  ■  ■  -7  ^j')  ^^  const. 

unter  Wegwerfung  des  Factors  fi  nach  der  Differentiation  abgeleitet 
sei.     Dann  ist 


[§  G]  Eine  einzige  exacte  Gleichung. 

(ö)  ^  A,  = 


cx^ 


für  die  Wertlie  1,  2,  .  .  .,  j)  von  r.     Aus  den   Gleichungen  (5)  folgt 
für  irgend  zwei  Indices  m  und  ir. 


und  daher: 


=  ft««,« 

WO 

(6)                                        a„,,„  = 

ist.     Bezeichnet  /•  irgend  einen 

andern  Iudex,  so  hat  man  analog: 

^       CIL      

0  X^ 

und 

"^''  dx  ~~  f*^*'-.«- 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  resp.  mit  Xr,  X„j,  X^ 
imd  addirt  mau  die  Producte,  so  erhält  man: 

oder,  da  ^  nicht  verschwindet, 

(*)  0.m,nXr  -j"  an,rXm   -j"  Or^in^n  ==  0. 

Diese  Gleichung,  welche  identisch  stattfindet,  wenn  zwei  der 
Indices  einander  gleich  sind,  gilt  für  jede  Comhiuation  zu  dreien  der 
Indices  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  p,  und  somit  ist  die  Anzahl  der  Glei- 
chungen zwischen  den  Grössen  X,  welche  von  der  nämlichep.  Form 
sind  wie  (7),  gleich 

\i>{v-l){p-2), 
und  zwar  ist  jede  identisch  befriedigt. 

§  6- 
Diese    Gleichungen    sind    indessen    nicht    alle    von    «inander 
unabhängig.     Nimmt  man  noch  einen  andern  von  ni^  u,  r  verschie- 
denen Index  s,  so  hat  man  neben  (7)  noch: 

(7  )  as^rnXr  -f-  O.r^sXm  "f-  Clm^r^s   ==  0 

(•     )  O'm^sX-n-^  tts^nXni  +  a„^,nXs  =  0 

(7      )  a^^rXs    -\r   ar,sXn   -\-  tts^nXr    =0, 


Q  1.  Kapitel.  [§  6] 

Multiplicirt  man  (7),  (7'),  (7")  resp.  mit  Xs,  X„,  Xr  und  addirt 
dann  die  Producte,  so  erhält  man,  in  Anbetracht  der  Eigenschaft 

a.k,i  ==  —  ai,k 
für  alle  Paare  der  Indices,  die  Relation: 

Xm(cfn,rXs  -\-  Or,sXn  +  tts^uXr)  =  0, 

welche  in  Wirklichkeit  die  Gleichung  (7"')  ist,  da  X„,  nicht  Null  ist. 
Demnach  sind  von  den  vier  Grleichungen,  deren  jede  drei  aus  einer 
Pteihe  von  vier  Indices  enthält,  nur  drei  von  einander  unabhängig; 
jede  beliebige  der  vier  Gleichungen  kann  aus  den  drei  andern  abge- 
leitet werden. 

Als  die  drei  von  einander  unabhängigen  Gleichungen  wollen  wir 
diejenigen  Gleichungen  betrachten,  welche  die  Indices  nt,  n,  r;  w,  r,  s; 
m,  s,  n  enthalten;  in  der  vorher  aufgestellten  Reihe  von  Gleichungen 
sind  dies  die  Gleichungen  (7),  (7'),  (7").  Eliminirt  man  Xs  zwischen 
(7')  und  (7"),  so  erhält  man: 

und  wenn  zu  dieser  die  mit  ajn,s  multiplicirte  Gleichung  (7)  addirt 
wird,  so  folgt  nach  Abwerfung  des  Factors  Xm.'. 

Diese  letzte  Gleichung  ist  erfüllt,  weil  (7),  (7'),  (7")  erfüllt  sind; 
dieselbe  kann,  wenn  es  in  irgend  einem  Falle  erwünscht  ist,  irgend 
eine  dieser  drei  Gleichungen  ersetzen. 

Da  die  Gleichung,  welche  die  Indices  7^,  r,  s  enthält,  aus  den 
dreien  ableitbar  ist,  welche  je  zwei  von  diesen  Indices  und  irgend 
einen  dritten,  für  aUe  drei  gleichen  Index  enthalten,  so  kann  man  alle 
unabhängigen  Gleichungen  Erhalten,  wenn  man  irgend  einen  bestimmten 
Index,  z.  B.  1,  nimmt  und  alle  Combinationen  zu  dreien  bildet.  Das 
Aggregat  aller  dieser  Combinationen  zu  dreien  ist  in  Wirklichkeit 
das  Aggregat,  welches  man  erhält,  indem  man  den  Index  1  mit  jedem 
Paar  der  andern  Indices  ausser  1,  d.  h.  mit  je  zweien  der  Reihe 
2,  o,  .  .  .,  p  combinirt,  und  die  Gleichungen  in  diesem  Aggregat  sind 
unabhängig  von  einander.  Hiernach  ist  die  Anzahl  der  unab- 
hängigen Bedingungsgleichungen  gleich 

|(p-l)(i9-2). 

Es  ist  zu  beachten,  dass,  wenn  der  Factor  (i  =  l  ist,  alsdann  die 
Gleichungen  sämmtlich  infolge  des  Yerschwindens  der  Grössen  «„,,„ 
befriedigt  sind,  und  die  Bedingungsgieichungen  sind  in  diesem  Falle 


[§  7]  Eine  einzige  exacte  Gleichung.  7 

und  ihre  Anzalil  ist  -^'pij) — 1).  Diese  grössere  Anzahl  von  Be- 
dingungen ist  eine  Folge  der  weiter  angenommenen  Beschränkung, 
dass  die  ursprüngliche  Grleichung  in  der  gegebenen  Form  exact  sein 
.  soll  und  daher  nicht  erst  durch  einen  Factor  zu  einer  solchen  gemacht 
zu  werden  braucht. 

§  7. 

Die  Bedingungen  von  der  Art  wie  (7)  sind  eine  nothwendige 
Folge  der  Annahme,  dass  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (3) 
zu  einem  exacten  Differential  gemacht  werden  kann;  es  soll  jetzt 
umgekehrt  gezeigt  werden,  dass,  wenn  die  Bedingungen  (7) 
erfüllt  sind,  alsdann  die  Differentialgleichung  zu  einer 
exacten  gemacht  werden  kann. 

Aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen,  welche  nur  zwei 
Variable  x  und  ij  enthalten,  ist  bekannt,  dass  für  eine  Gleichung 

:Pdx  +  Qdy  =  0 

eine  Function  x)^{x^  y)  von  solcher  Beschaffenheit  existirt,  dass  die 
Differentialgleichung  durch  die  Relation 

^{Xy  y)  =  const. 
befriedigt  wird  und  dass  daher  P  und  Q  bezüglich  den  Ableitungen 
von  d'  nach  x  und  y  proportional  sind.     Betrachtet  man  dann  X^  und 
X2  als  Functionen  von  x^  und  x^,  so  schliessen  wir,  dass  eine  Func- 
tion u  von  x^  und  X2  von  solcher  Art  existirt,  dass  für  eine  gewisse 

Grrösse  A 

.  -y  du         .  ^   du 

gesetzt  werden  kann  und  dass  die  Function  u  auch  die  andern  Grrössen, 
welche  in  X^  und  Xg  vorkommen,  nämlich  x^^  x^^,  .  .  .,  Xp  enthält,  deren 
Vorhandensein  indessen  keinen  Einfluss  auf  die  Differentiation  nach  ic^ 
und  X2  hat.  Man  darf  aber  nicht  schliessen,  dass  die  übrigen  Coef- 
ficienten  in  der  Gleichung  in  analoger  Weise  den  übrigen  Ableitungen 
proportional  seien,  und  wir  setzen  daher: 

(8)  XXr-p^=    Yr 

(r  =  3,  4,...,  p), 
wo  Yr  als  bekannt  angesehen  werden  kann,  wenn  u,  wie  vorausgesetzt 
ist,  bekannt  ist. 

Diese  neuen  Grössen  Yr  werden  gewissen  Gleichungen  genügen, 
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die  mau  mittels  des  Systems  (7)  erhalten  kann.  Wir  liaben  gesehen, 
dass  von  den  vier  Gleichungen,  welche  vier  Indices  enthalten,  in  jenem 
System  nur  drei  beibehalten  zu  werden  brauchen,  und,  wie  wir  bereits 
in  §  6  dargelegt  haben,  können  die  beizubehaltenden  Gleichungen 
gebildet  werden 

1)  aus  den    p  —  2      Gleichungen  mit  den  Indices  1,  2,  f 

2)  „       „  y  0^-2)09-3)  „  „       „  „         l,r,s, 

wo  r  und  s  von  einander  verschieden  und  Glieder  der  Reihe  3,  4, .  . .,  p 
sind.  Diese  Reihe  von  Combinationen  ist  offenbar  dieselbe  wie  die, 
welche  man  erhält,  indem  man  den  Index  1  mit  jedem  aus  der  Reihe 
2,  3,  ■  •  ■,  p  gebildeten  Paar  von  Indices  combinirt. 

§  8.        - 

Betrachten  wir  die    erste  der  beiden  Reihen   von  beibehaltenen 
Gleichungen,  so  haben  wir  für  jeden  Index  r: 


also: 
Analog : 
und 


ö (A-A,-  1  r-)  ^^=    ^ ■Ä^^    ^=  ~Ci \^^\)^ 

-^     dl  -^    dl  .  I    ^  -^'■ 

^'^  f:^  ~  ^1  äF,  =  ^'''''-  +  J^ 

dl  11  ^^r 

jLr  ^ X^o  Pj  ^     =  A  Cb2,  r  ~\ Q 

OX^  ^  (^^r  '  dx.j^ 

■^      dl  X      ^^    —  7n 

J\n    —, -.^V,     ^ ACM    5 


dx,         ""1  aa;«         ""'^'^^ 
Nun  ist  die  vom  System  (7)  beibehaltene  Gleichung,  welche  die 
Indices  1,  2,  r  enthält, 

multipliciren  wir  daher  die  vorstehenden  Gleichungen  respective  mit 
—  Xg,  Xj,  Xr,  addiren  dieselben  dann  und  machen  von  der  Bedingungs- 
gleichung Gebrauch,  so  erhalten  wir: 

dY^  dY^ 

Xi  -^ Xo  -^ —  =^  ü . 

^  ox^  ^  dx^ 

Dies  ist  die  einzige  Gleichung  der  Reihe  1),  welche  Y,.  allein 
enthält;  sämmtliche  Gleichungen  der  Reihe  2)  enthalten  zwei  der 
Grössen  Y  und  die  Bedeutung  solcher  Gleichungen  wird  sofort  ange- 
geben werden.  Wir  können  somit  die  vorstehende  Gleichung  als  eine 
die  Form  von    Yr  bestimmende   Gleichung   betrachten.     Dieselbe  ist 
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eine  lineare  partielle  Diiferentialgleicliung  erster  Ordnung;  um  die 
allgemeinste  Lösung  zu  erhalten,  suchen  wir  p  —  1  unabhängige  Inte- 
grale der  Hülfsgieichimgen : 

dx.^  dx.^  dx^  dx^  __  '^^p 

—  X   "^     Xi     ""  IT  ""  ~ö~  =  •  •  •  =  -^• 
p  —  2  Integrale  sind  sofort  gegeben  in  der  Form 
Xr  =  const.     (y  =  3,  4,  .  .  .,  p), 
so  dass  nur  noch  eins  zu  suchen  bleibt,  welches  gegeben  wird  durch: 

X^dx^  -\-  X^dx^  =  0 
oder 

d.  i. 

du    j       ,     du    j  r\ 

- —  dXi  -f-  ^ —  dx^  =  0  . 

In  dem  simultanen  System  verschwinden  aber  dx^^  dx^,..\  sämmt- 
lich,  und  daher  kann  die  letzte  Gleichung  in  der  Form  genommen 
werden : 

lü  ^r  A-^  dx  -\-  —dr   4 0 

d.  i. 

du  ='  0, 

und  somit  ist  das  andere  gesuchte  Integral 

u  =  const. 

Hieraus  folgt  nach  der  Theorie  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen, dass   Y,.  von  der  Form  ist 

(J)  j:,.  =  //-("j  x.^,  x^,  .  .  .,  Xp) , 

wo  fr  gegenwärtig  irgend  eine  beliebige  Function  der  Argumente 
sein  kann. 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  (3)  mit  A  und  setzt  man  für  die 
Grössen  XX  ihre  Werthe  aus  (8)  ein,  so  ist  die  neue  Form  der 
Gleichung : 

(3')  du  +  Y.dx^  +  YJx,  -\ [-  Ypdxp  =  0, 

wo  die  Grössen   Yr  durch  die  Gleichungen  (9)  gegeben  sind. 

Hiernach  ist  mit  Hülfe  der  ersten  Reihe  der  beibehaltenen  Glei- 
chungen des  §  7  die  gegebene  Differentialgleichung  (3)  in 
eine  andere  (3')  transformirt,  welche  eine  Variable  weniger 
enthält. 
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§  9. 

Betrachten  wir  nun  die  zweite  der  beiden  Reihen  von  beibehal- 
tenen Gleichungen  des  §  7.  Wir  nehmen  eine  typische  Gleichung 
der  Reihe,  etwa: 

Es  ist  aber: 

d  d^u  d 

d^,  (^^.  -  yi)  =  ä^p^  =  d^S^^'--  ^'■)' 

daher: 

^'  dx^      ^^'  dx^  ~  '^^'•'^  "^  dx^      dx^ ' 

Und  vorher  hatten  wir: 

"^'-  ä^  ~  ^1  ^ ~  '^^'''-  "T-  -j^ 

und  analog: 

*  Sä-j  1  ga;^  '     '    oxi 

Multip licirt  man  diese  drei  Gleichungen  resp.  mit  X^,  Xs,  — X,., 
addirt  sie  dann  und  wendet  die  vorangestellte  Relation  an,  so 
erhält  man: 

Ai   I  -, ^ )   -4-  Xg  -^ Xr  -^ =  0  . 

1  \ox^         ox^/    '  dx^  ox^ 

In  dieser  Gleichung  sind  die  Grössen  Yr  und  Y^  Functionen  von 
a^i,  ^2?  •  •  •?  ^pi  wie  sie  durch  (8)  gegeben  sind.  Nehmen  wir  ihre 
Formen  als  durch  (9)  bestimmt  an,  so  erhalten  wir: 

dxy         du  dx-i^'  ^  du 


und  somit: 


analog: 


dXg         du  dx^ "'"  dx^       ^       *       '^^  du  "■    dx^ 

^1  dx^         ^'  dx,    ~  ^1  \dx^        ''  du)' 
dY^  dY^  fdf^  df\ 


und  daher  geht   die  obige  Gleichung  nach  Abwerfung  des  nichtver- 
sch windenden  Factors  —  X^  über  in: 

^^^^  dx^        dx^~^''-du~l'du~'^ 
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für  alle  Combinationen  der  Indices  r  und  s.  Dies  sind  die  Gleichungen, 
welche  aus  der  zweiten  Reihe  der  beibehaltenen  Grleichungen  des  §  7 
abgeleitet  sind. 

Es  folgt  daher,  dass  die  Coefficienten  der  zu  (3)  äquivalenten 
transformirten  Grleichung 

(3')  du  +  f.^dXs  +  f^dx^  +  •  •  •  +  fpdxp  =  0 

den  Bedingungen  (10)  unterworfen  sind. 

§  10. 

Da  die  neue  Grleichung  (3')  mit  (3)  äquivalent  ist,  so  wollen  wir 
die  Bedingmigen  aufsuchen,  welche  zu  (3')  in  derselben  Beziehung 
stehen,  wie  das  System  (7)  zu  (3).  Geben  wir  u  den  Index  0  und 
defiuiren  wir  br,s  durch  die  Gleichung 

für  alle  Paare  der  Indices  0,  3,  4,  .  .  .,  ji;,  so  ist  die  vollständige 
Reihe  der  zu  (3')  gehörigen  und  (7)  analogen  Bedingungen: 

deren  Anzahl  —  (j9  —  1)  Qj  —  2)(p  —  3)   beträgt.     Von    diesen   sind 

aber  nur  -y  (p  —  2)  (p  —  3)  unabhängig;  und  eine  Reihe  von  unab- 
hängigen Gleichimgen  kann  man  wie  im  früheren  Falle  dadurch 
erhalten,  dass  man  alle  diejenigen  Gleichungen  beibehält,  die  irgend 
einen  Index,  z.  B.  den  Index  0,  in  Verbindung  mit  allen  möglichen 
Paaren  von  Indices  aus  der  Reihe  3,  4,  .  .  .,  p  enthalten.  Nimmt 
man  also  g'  =  0,  so  hat  man: 

/.    =         1 

7.      _  M 

^^•3"~  du 

und  daher  ist  die  obige  Bedingung: 

dx^        dx^^'^'dti       ''du~^' 

welches  die  typische  Gleichung  des  Systems  (10)  ist.  Da  die  möglichen 
Combinationen  der  Indices  für  die  beiden  Reihen  die  nämlichen  sind, 
so  folgt,  dass  die  von  dem  System  (10)  gebildeten  Bedingungs- 
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gleichlingen  zu  der  transformirten  Differentialgleichung 
dieselbe  Beziehung  haben,  wie  die  durch  das  Sj^stem  (7) 
dargestellten  Bedingungsgleichungen  zu  der  ursprünglichen 
Differentialgleichung. 

§  11. 
Wenn  daher  eine  Differentialgleichung  mit  /)  —  1  Veränderlichen 
von  solcher  Beschaffenheit,  dass  das  zugehörige  System  von  Bedingungen 
unter  den  Coefficienten  befriedigt  ist,  durch  eine  einzige  Integral- 
gleichung dargestellt  werden  kann,  so  folgt,  dass  eine  Differential- 
gleichung mit  p  Variablen  von  solcher  Art,  dass  das  zugehörige  System 
von  Bedingungen  unter  ihren  Coefficienten  befriedigt  ist,  ebenfalls 
durch  eine  einzige  Integralgleichung  dargestellt  werden  kann.  Denn 
die  vorhergehende  Untersuchung  zeigt,  dass  die  den  Bedingungen  (7) 
unterworfene  Gleichung  (3)  auf  die  an  die  Bedingungen  (10)  gebundene 
Grleichimg  (3')  zurückgeführt  werden  kann,  so  dass,  wenn 

Fiuj  Xq,  x^,  .  .  .,  Xp)  ==  const. 
eine  der  letzteren  äquivalente  Integralgleichung  ist,  alsdann  eine  der 
ersteren  äquivalente  Integralgleichung  gegeben  ist  durch 

wo  /'  eine  Function  ist,  von  der  man  weiss,  dass  sie  existirt. 

Wir    benutzen    daher    die    iuductive    Beweismethode.      Im    Falle 
jij  =  3  ist  die  Grleichung: 

X■^^dx•^  +  X^dx^  +  X.^dx^  ==  0 
und  die  einzige  Bedingungsgleichung  ist: 

«2,3^1  -h  «3,1^2  +  «1,2^^3  =  0. 

Die  vorhergehende  Untersuchung  zeigt,  dass  eine  Function  u  existirt 
von  solcher  Beschaffenheit,  dass  die  Grleichung  transformirt  werden 
kann  in 

du  -\-  q)(tij  X2)dx^  =  ^*; 

wo  (p  keiner  Bedingung  unterliegt.  Aus  der  Theorie  der  Differential- 
gleichungen mit  zwei  Variablen  weiss  man  aber,  dass  eine  gewisse 
Function  F  von  solcher  Art  existirt,  dass  die  transformirte  Gleichung 
durch  die  Gleichung 

F(u,  x^)  =  const. 

befriedigt  wird.  Daher  kann  die  ursprüngliche  Gleichung  mit  drei 
Variablen,  deren  Coefficienten  an  eine  einzige  Bedingung  geknüpft 
sind,  durch  eine  einzige  Integralgleichung 
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F\f(x^^  x^^  cc^,  x^]  =  eonst. 
befriedigt  werden. 

Somit  führt  die  Methode  der  Tnduction  zu  dem  Schlüsse,  dass 
die  Gleichung  (3),  deren  Coefficienten  den  Bedingungen  (7)  unterworfen 
sind,  mittels  einer  einzigen  Integralgleichung  befriedigt  werden  kann. 

Das  Resultat  der  Untersuchung  kann  folgendermassen  ausge- 
sprochen werden: 

Wenn  die  Differentialffleichuns" 

o  o 

X^dx^  +  X.ydx^  +  •  •  •  +  XpdXp  =  0 
mittels  einer  einzigen  Integralgleichung  von  der  Form 

(p(i\,  x^,  .  .  .,  Xp)  =  const. 
befriedigt  werden  kann,  so  wird  das  System  von  Bedingungen 

worin    flnj  re  = -ö o —    ist,    identisch    befriedigt    für    alle 

Combinationen  der  Indices  m,  n,  r  aus  der  Beihe  1,  2,  3,  . . .,  />, 
und  von  diesen  Bedingungsgleichungen  sind  nur 

von  einander  unabhängig.  Umgekehrt,  wenn  das  System  von 
Bedingungen  identisch  befriedigt  ist  für  alle  Combinationen 
der  Indices,  so  kann  die  Differentialgleichung  durch  eine 
einzige  Integralgleichung  von  der  Form 

q)(x^,  X2,  ■  .  .,  Xp)  =  const. 
befriedigt  werden. 

Aus  der  vorhergehenden  Untersuchung  ergiebt  sich  noch  der 
folgende  Zusatz: 

Es  mögen  X^,  X2,  .  ■  .,  Xp  Functionen  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen iCj,  a;,,  .  .  .,  Xp  bezeichnen.  Dann  giebt  es  bekanntlich, 
was  immer  auch  die  Grössen  X  sein  mögen,  eine  Function  u^  von 
solcher  Beschaifenheit,  dass 

Y  .  Y   ^^  •  ^^ 

ist.     Besteht  eine  Relation 

«2,3  ^1  +  «3,1  X2  +  ai,2  Xa  =  0, 

dann  giebt  es   eine  Function  V2  der  Variablen  von  solcher  Art,  dass 

Y  .  X  •  X  =^  ^  .  3^2  _  8u^ 
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ist.     Bestellen  Relationen 

(für  r,  s  =  2,  3,  4),  so  giebt  es  eine  Function  u.^  der  Variablen  von 
solcher  Art,  dass 

X  •  X  •  X  •  X  ==  —  •  ^  •  —  •  — 

ist.     U.  s.  w. 

§  12. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  die  Differentialgleichung  durch 
eine  einzige  Integralgleichung  befriedigt  werden  kann.  Wir 
wollen  diese  Gleichung  suchen. 

Eine  Methode,  die  Lösung  abzuleiten,  würde  die  sein,  dass  man 
die  in  der  eben  vollendeten  Untersuchung  angedeuteten  aufeinander- 
folgenden Rediictionen  ausführt.  Dies  ist  in  Wirklichkeit  Euler's 
Methode.     Dieselbe  kann   kurz  folgendermassen  dargestellt  werden: 

Zuerst  mögen  alle  Veränderlichen  ausser  x^  und  X2  als  constant 
betrachtet  werden.     Unter  dieser  Voraussetzung  sei 

u  =  u(xi,  x^,  .  .  .)  =  const. 
eine  Lösung  von 

Xj^dXi  +  X^dx.^  =  0, 
so  dass 

■Y     .    -tr     ^**    ^    du 

Mit  Hülfe  der  neuen  Variablen  11,  worin 

eliminire  man  aus  der  Differentialgleichung 

X^dXi  +  X2dx2  +  X^dx^  +  •  •   •  +  XpdXp  =  0 

die  Grössen  x^,  iCg,  dx^,  dx^  —  eine  Elimination,  welche  immer  mög- 
lich ist,  sobald  die  Bedingungsgleichungen  erfüllt  sind  — ,  so  dass  die 
Gleichung  die  Form  annimmt 

du  -j-  Y^dxQ  +  Y^^dx^  _j-  .  .  .  _[_  YpdXp  =  0, 

in  welcher  Fg,  Y^,...,  Yp  nunmehr  Functionen  von  ii,x^,x^,...,Xp  sind. 
Zweitens   möge   nun   der  nämliche   Process    bezüglich  u  und  x^ 
als    der    anfänglich    betrachteten   Veränderlichen    wiederholt    werden. 
Wenn  dann 

V  =  v(u,  Xs,  x^^f  .  .  .,  Xp) 

die  neue  Variable  ist,  so  wird  die  Gleichung  analog 
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dv  +  Z^dxj^  +  • '  •  +  Zpdxp  =^  0 
und  so  fort  für  die  verscliiedenen  aufeinanderfolgeudeu  Scliritte,  deren 
AnzaM  nicht  grösser  als  p  —  1  sein  kann.  Sollten  in  irgend  einem 
Stadium  die  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung  sämmtlich  frei 
von  irgend  einer  Yariablen  sein,  so  kann  man  die  Gleichung  zu  einer 
exacten  Diiferentialgleichung  machen,  indem  man  sie  durch  diejenigen 
Factoren  des  Coefficienten  des  Diiferentials  jener  Variablen  dividirt, 
welche  dieselbe  nicht  enthalten,  so  dass  dann  eine  einzige  Integration 
zu  dem  Theile  des  g'esuchten  Integ^rals  führt,  welcher  von  dieser 
Variablen  abhängt. 


ö^ 


§  13. 

Wir   können   aber   auch   wie   folgt   verfahren:     Bekanntlich  wird 
der  Ausdruck 

X^dx^  -\-  X,^dx^  +  •••-!-  XpdXp 
nach  Multiplikation  mit  einem  gewissen  Factor  ft   ein  exactes  Diffe- 
rential d<p.     Wenn  daher  dieser  Factor    gefunden  werden   kann,    so 
wird    die    gesuchte    Lösung   nach    der    einzigen   Integration,    welche 
erforderlich  ist,  um 


(p  =  I  ^{X-^dXi  -j-  X^dx^  -}-•'•  +  XpdXp)  == 


const. 


auszuwerthen,  erhalten. 

Es  ist 

dcp 


\lXr  = 


so  dass  wir,  wenn  wir  beiderseits  das  vollständige  Differential  nehmen, 
erhalten : 

d^  .Xr  +  il^-^  dXs=2^  dX„ 

Rechterhand  aber  ist: 


für  alle  Indices  s;  daher: 

A\^-'Xr-\-  \^^-^dXs  =  \i^j^dxs-\-^^  X,dx, 


'^8X.  '^8X„  -      '--' 


oder: 


^-^X^-{-^^ar,sdx,=  ^^^dq^ 
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Die  vollständige  Variation  von  ^  aber  ist  g-leicli  Null,  sobald 
die  Variableu  durcb  die  gegebene  Diflferentialgleicliung  verbunden 
sind,  so  dass  die  vorstehende  Grleichung  übergeht  in 

(11) =  -^  {ar^idx^  +  ür.'idx,^  +  •  •  •  +  ar^pdxp], 

worin  recliterband  das  Grlied  mit  dXr  fehlt.    Diese  Grleichung  gilt  zufolge 
der  Relation  dq)  =»=  0  oder,  was  dasselbe  ist,  zufolge  der   gegebenen 

Differentialsieichunff.   Die  linke  Seite  ist  ein  vollkommenes  Differential 

o  o 

und   daher   ist  auch   die   rechte   Seite   ein  vollkommenes  Differential, 
welches  der  Beziehung  c?g)  =  0  unterworfen  ist. 

Da  r  irgend  eine  der  Grössen  1,  2,  3,  ■  .  ■,  p  sein  kaim,  so 
haben  wir  die  Reihe  von  Grleichungen : 

--  =  -v^  {O.dxi  -\-  ai^2dx2  +  a^sdxs  +  •  •  •  +  ai^pdXp] 
=  ^  {a2,idxi  -\-  0.dx2  +  ('2,adxs  +  •  •  •  +  a2,pdXp} 
=  ^  {tts^idxi  -\-  ch^^dxi  -f-  O.dx^  +  •  •  •  +  (fz,pdXp] 


(12)      { 


=  ^  [ap^-idxi  +  ttp,2dx2  +  ttp^zdxz  +  •  "  •  +  O.dXp]. 


X 


p 


Man  kann  leicht  verificiren,  dass  alle  Ausdrücke  für ^  in  diesem 

Grleichungssystem  äquivalent  sind,  mit  Berücksichtigung  der  Differen- 
tialgleichung selbst  und  der  Bedingungen  (7),  welche  durch  die 
Coefficienten  jener  Gleichung  befriedigt  werden. 

§  14. 

Obwohl  die  Brüche  in  (12)  unter  einander  gleich  und  zwar  gleich 
—  d  log  ft  sind  zufolge  der  Differentialgleichung,  kommt  es  doch  oft 
vor,  dass  keiner  der  Brüche  in  der  dort  gegebenen  Form  ein  esactes 
Differential  ist.  Wenn  irgend  einer  derselben  in  der  Form,  in  welcher 
er  erscheint,  ein  exactes  Differential  ist,  so  ist  der  Werth  von  ^ 
unmittelbar  ableitbar.  Verschwinden  z.  B.  alle  Grössen  a  in  dem 
Zähler  irgend  eines  Bruches  —  wenn  z.  B.  X^  eine  Function  von  x^ 
allein  ist  und  kein  anderer  Coefficient  X  x^  enthält  — ,  so  können 
wir  ft  =  1  nehmen  und  die  ursprüngliche  Gleichung  ist  eine  esacte 
Gleichung. 

Andererseits  wird  jeder  Werth  von  fi,  welcher  diese  Gleichungen 
befriedigt,  für  unsern  Zweck  ausreichen;  und  je  einfacher  dieser  Werth 
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ist,  um  so  leichter  wird  im  AUgemeineiL  die  nachfolgende  Integration 
für  q)  sein.     Nun  haben  wir  aus  (12) 

p      V 
d  (Jb  r=l  s=l 


r=l 

was  immer  die  Grössen  Yr  sein  mögen,  und  es  kommt  in  der  Praxis 
oft  vor,  dass  diese  Combination  der  gleichen  Brüche  zu  einem  voll- 
ständigen Differential  führt,  mittels  passend  gewählter  Grössen  Y, 
Dies  ist  z.  B.  insbesondere  der  Fall,  wenn  X^  eine  Function  von  Xr 
und  ferner  symmetrisch  ist  in  Bezug  auf  alle  andern  Variablen. 

Ferner  ist  der  Quotient  zweier  Werthe  von  jx,  eine  Lösung  der  Diffe- 
rentialgleichung (§  4).   Denn  sind  ^  und  ft'  diese  Werthe,  so  haben  wir 

du,  d^' 

oder  —  ist  constant,  ein  Resultat,  welches  sich  durch  Einführuno-  der 
Bedingung  dg)  =  0  oder  q)  =  const.  ergiebt.    Hiernach  sind  —  imd  w 

gleichzeitig  constant  und  somit*)  giebt  es  zwischen  ihnen  irgend  eine 
Functionalbeziehung,  welche    dargestellt  werden   kann    in    der  Form 

—  =/(9p)-  Da  aber  q)  eine  Lösung  ist,  so  ist  nach  §  3  auch  f((p) 
eine  solche;  somit  ist  auch  —  eine  Lösung  der  ursprünglichen  Gleichung. 

Wenn  daher  aus  (12)  zwei  Werthe  von  ft  erhalten  werden  können, 
deren  Quotient  nicht  au  sich  constant  ist,  so  kann  man  eine  Lösung 
(und  somit  alle  Lösungen)  finden,  indem  man  diesen  Quotienten  einer 
Constanten  gleich  setzt. 

Von  diesem  Standpunkte  aus  können  wir  die  frühere  Folgerung  (§  4) 


*)  Denn  da  —  und  m  Functionen  der  Yariablen  sind,  so  erhalten  wir  durcli 

Elimination  einer  dieser  Variablen  z.  B,  von  x^  aus  den  beiden  diese  Functionen 
ausdrückenden  Gleichungen  ein  Resultat  von  der  Form: 

~-  =  f((P,  ^2,  •  •  •,  a^J- 

Da  9  =  const.  die  Relation  —  =  const.  nach  sich  zieht,   so  führt  das  Integral 

zu  einer  neuen  Relation  zwischen  x^,  .  .  .,  x  ,  welche  von  der  ersten  verschieden 
ist.  Da  dies  nicht  möglich  ist,  so  muss  sie  als  Relation  zwischen  den  Veränder- 
lichen verschwinden  und  man  erhält  daher  das  im  Texte  angegebene  Resultat. 

Porsyth,  Theorie  der  Differentialgleichuügen.  2 
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bezüglich  der  allgeinemen  Form  von  ^  und  ferner  das  Resultat  ab- 
leiten, dass,  wenn  man  aus  (12)  drei  Wertlie  von  ft  erhalten  kann^ 
zwischen  denselben  eine  homogene  Relation  besteht. 


§  15. 
Beispiel  1.     Für  die  Gleichung 

z{y  -\-  s)dx  -\-  s{u  —  x)dy  -\-  y(x  —  u)dz  +  y{y  -\-  B)du  =  0 
sind  die  erforderlichen  Bedingungen  erfüllt,  denn  es  ist: 

«1,2  =  20,  «1,3  =  2^,  «1,4  =  0 

«3,4=— 2^/,         «2,4  =  — 2^/,         a2,3  =  2{u  —  x). 

Nimmt  man  den  ersten  der  Brüche  für ^,  so  hat  man: 

cZfA  2zdy  +  2^dz  ^  dy  -\-  dz 

f^  ~      z{y  -\-  s)  2/  +  ^    ' 

daher: 

f*  =  (?/  +  ^)-'- 

Der  nämliche  Werth  wird  durch  den  vierten  der  Brüche  und  ebenso 

durch  eine  Combination   des  zweiten  und  dritten  geliefert.     Alsdann 

ist  der  Ausdruck 

{y  +  ^)~^{^{y  +  ^)d^  +  ■2'(^*  —  x)dy  +  y{x  —  u)dz  -j-  y{y  -\-  z)du] 
ein  exactes  Differential,  und  eine  Lösung  der  ursprünglichen  Gleichung 

ist  gegeben  durch: 

xe  -\-  uy  . 
-. — -  =  const. 

Beispiel  2.    Die  erforderlichen  Bedingungen  sind  ebenfalls  sämmt- 
lich  befriedigt  für  die  Gleichung 

{y  ~\~  ^)ip  ~\~  ^0  (^  -\-  y)dx  -\-  drei  analogen  Gliedern  =  0 . 
Nimmt  man  den  ersten  und  zweiten  der  vier  Brüche,  so  erhält  man: 

d fi  2{z  -\-u){y  —  x)  dy  -\-  2{y  -{-  u)  {z  —  x)d2  -\-  2{y  -\-  z)  {u  —  x) du 

2{z  -\-  u){x  —  y)dx  -\-  2{x-\-u){z  —  y)  dz  -\-  2{x  -j-  z)  (u  —  y) du 

{z  -\-  x){x  -\-  u)  {u  +  z) 
zweiter  Zähler  —  erster  Zähler 
zweiter  Nenner  —  erster  Nenner 

Hebt  man  in  diesem  Bruche  aus  Zähler  und  Nenner  den  gemeinschaft- 
lichen Factor  (w  -|-  z){x  —  «/)  weg,  so  erhält  man: 

d\i        ^  dx  -\-  dy  -\-  dz  -\-  du 

>  "        x  -\-  y  -[-  z  -\-  u       ' 
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daher: 

^  =  {x  -\-  p  -\-  s  -\-  u)"^. 

Man  findet  nun  leiclit  die  Lösung,  welche  ist: 

XV z  4-  vzu  -\-  zux  -\-  uxy 
^    ^   , -T r-^ — -  =  const. 

Die  Ableitung  der  Lösung  nach  der  Methode  des  §  12  ist  ziem- 
lich lang. 

Beispiel  3.     Ln  Falle    einer    Grleichung    mit    drei  Variablen  von 
der  Form 

Pdx  -f  Qdy  +  Rd0  =  0 
erhält  man 

dQ         dB        ^, 

dz  dy 

dB        dB        ^ 

und  die  Litegrabilitätsbedinguug  ist: 

Die  Gleichungen  für  den  Litegrabilitätsfactor  sind: 

d^  Zdy  —  Ydz Xdz  —  Zdx Ydx  —  Xdy 

B 


p        ~ 

Q 

dx,        dy, 

dz 

X,         Y, 

Z 

a  ,           b  , 

c 

.flP+  b{) 

+ 

cB        ' 

wo  a,  h,  c  irgend  welche  Grössen  sind. 
Ist  insbesondere 

P  =  x^y  —  y^  —  y'^2 ,     Q  =  xy^  — •  x^  —  x^z ,     B  =  xy^  -\-  x-y, 

so  ist: 

X  =  -2x{x-i-y),     Y=2y{x  +  y),     Z=2(x~y)(2x +  2y -\- z). 

Aus  dem  dritten  der  Brüche  folgt: 

(ZfA         {2ydx -\- 2xdy){x -{- y)  ^^  ydx -{-xdy 

ft  xy'^  -\-  x^y  xy         ' 

daher: 


Nimmt  man  andrerseits 


^         x^y^ 
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d[i'  Zdy  —  Ydz  —  {Xdz  —  Zdx) 

_  Z{dy  +  dx)  —  (X  +  Y)dz 
~  ^  -Q 

^  2{x-y){{2x-{-2y-\-  z){dx  +  dy)  +  (a;  +  y)dz  ] 
{X  -  y){x -\- y){x -\- y -\- z)  ' 

SO  ist  auch  dieser  neue  Bruch  uach  Weghebung   des  Factors  x  —  y 
ein  exactes  Differential,  daher 

^'  =  {x  -\-  y)-\x  -\-  y  -\-  z)-K 
Da  wir  somit  zwei  integrirende  Factoren  haben,  welche  nicht  an  sich 
ein  constantes  Verhältniss  ergeben,  so  wird  eine  Lösung  der  ursprüng- 
lichen Differentialgleichung  dargestellt  durch 

-S  =  const., 

oder  es  ist,  wenn  man  die  Quadratwurzel  zieht, 

^^  +  ^^(^  +  ^+^  =  const. 
xy 

die  gewünschte  Lösung. 

§  16. 

Für    die   Gleichung    mit    drei  Variablen   wendet  Bertrand    das 

folgende  Verfahren  an*).     Unter  Beibehaltung  der  Bezeichnungen 

in  §  15  bildet  er  die  Hülfsgieichungen 

dx        dy         dz 
~X   ~  ^  ~  ~Z 

und  findet  zwei  unabhängige  Litegrale  derselben,  etwa 

a  =  q)^{x,  y,  B),       ß  =  (p.^(x,  y,  d) , 
so  dass 

ox     ^         dy     ^         cz 

ox     ^  oy     ^         dz  .      . 

ist.     Da  aber 

^  dx'       ^^        dy'       ^  dz 

(wo  (p  =  const.  die  Lösung  der  Gleichung  ist),  so  giebt  die  Integra- 
bilitätsbedingung : 

dx    '         dy  dz 

Eliminirt  man  X,   Y,  Z,  so  erhält  man 


*)  Comptes  Rendus,  Bd.  83  (1876)  S.  1191-1195. 
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djcp,  cpi,  cp.,)  ^^  ^ 
d  {x,  y,  z)  ' 

und  daher  kann  qo  als  Function  von  qoj  und  cp.^  dargestellt  werden. 
Hiernacli  existirt  eine  gewisse  Function  /  von  solcher  Beschaffenheit, 
dass  die  Lösung  der  Grleichung  ist: 

f{^xi  <P2)  =  9  =  const., 
z.  B. 

/■(«,  jS)  =  const. 

Daher  kann  die  Gleichung  transformirt  werden  in: 

wo   M:  N  =  -J-  :  -^  ist,  falls  a  und  ß  als  Variable  genommen  werden, 

und  jede  Lösung  der  letzten  Gleichung  ist  auch  eine  Lösung  der 
ursprünglichen  Gleichung. 

Man  wird   bemerken,    dass    die   Hülfsgieichungen    identisch    ver- 
schwinden, wenn  die  gegebene  Gleichung  exact  ist. 

Beispiel.     Für  das  specielle  in  Beispiel  3  §  15  gegebene  Beispiel 
ist  das  Hülfssystem  nach  Abwerfung  des  Factors  2: 

—  dx      dy        dz 

«;(«  +  2/)    ~   y{x  -i-  y)   ~~  {x  —  7j){2x  +  22/  +  ^)" 

Ein  Litegral  wird  durch  die  beiden  ersten  Brüche  in  der  Form  geliefert: 

xy  =  a. 

Aus  den  Brüchen  bilden  wir  die  Relation: 

dx  -j-  dy  dx  -\-  dy  ■\-  dz 

x  +  y  ~~     x-\-y  -^  z 

nach    Abwerfung    des    Factors    x  —  y ,    so    dass    ein    zweites   (unab- 
hängiges) Integral  gegeben  ist  durch 

{x  +  y){x  -\-y^z)  =  ß. 
Da  die  Gleichung  sich  auf  die  Form 

Mda  +  Näß  =  0 

transformiren  lässt,  so  erhalten  wir  nach  Substitution  der  Werthe  für 
cc  und  ß  die  Gleichungen: 

My  +  N(2x  ^2y~\-ß)  =  y(x'-y'  —  ys) 
Mx  +  N(2x  -\-2y  +  s)  =  x{f  —  x^  —  x£) 
l^{x-\-  y)  =  xy{x  +  y), 
welche  sämmtlich  befriedigt  werden  durch 
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N  =  xy  =  cc 
-  M  =^  (x  +  y)(x  -j-  y  -\-  z)-=  ß. 
Die  transformirte  Gleichung  ist  daher 

adß  —  ßda  =  0, 
und  diese  hat  zum  Integral 

—  =  const., 

welches,  wenn  für  a  und  ß  ihre  Werthe  gesetzt  werden,  dasselbe  ist, 
wie  das  zuvor  erhaltene. 

Ferner,  da  ^iQ  =  -^ ,    (iE  =  -^  ist,  so  haben  wir: 

^  82  dy        dy  ds 

und  analog  für  die  andern,  so  dass  die  Hülfsgieichungen  in  der  Form 
genommen  werden  können: 

dx  dy      ds 

8{y,  z)        d{z,  x)        d{x,  y) 
Diese  werden  befriedigt  durch 

fi  =  const. 
(p  =  const., 
und  die  Constanten  lassen  sich  ausdrücken  durch  a  und  ß,  sind  aber 
nicht  nothwendig  diesen  gleich.  Es  folgt  daher  nicht,  dass,  wenn 
zwei  imabhängige  Lösungen  von  Bertrand's  Hülfssystem  erhalten  sind, 
jede  derselben  als  integrirender  Factor  der  ursprünglichen  Grleichung 
genommen  werden  kann.  '  In  der  That  zeigt  eine  Vergieichung  der 
beiden  Methoden,  dass  in  dem  besonderen  betrachteten  Beispiele 

(i  =  a^ 

i^'=ß% 
welches  die  beiden  unabhängigen  integrirenden  Factoren  sind*). 


*)  Vgl.  De  Morgan:  „On  the  integrating  factor  of  Pdx  -\-  Qdy  -\-  Rdz'\ 
Quart,  Journ.  vol.  II  (1858)  S.  323  —  326,  wo  er  zeigt,  dass  der  integrirende 
Factor  der  Gleichung  genügt: 

dx  dy  oz 

die  man  leicht  erhält,  wenn  man  die  drei  Gleichungen  mit  „-,    -^ ,   -^  resp 

dx     8y      02 

multiplicirt  und  dann  addirt. 
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§  17. 

Bertrand's  Methode  lässt,  unter  verschiedenem  Gesichtspunkte 
betrachtet,  eine  Verallgemeinerung  auf  den  Fall  einer  Glei- 
chung mit  mehr  als  drei  Veränderlichen  zu. 

Die  beiden  neuen  Variablen  a  und  ß,  welche  eingeführt  werden 
um  die  gegebene  Gleichung  in  eine  zu  transformiren,  welche  nur  zwei 
Variable  enthält,  sind  unabhängige  Integrale  der  partiellen  Differential- 
gleichung 

und  weil  die  gesuchte  Lösung  rp  ebenfalls  ein  Integral  dieser  Glei- 
chung ist,  so  kann  (p  als  eine  gewisse  Function  von  a  und  ß  darge- 
stellt werden,  so  dass  die  Transformation  möglich  wird. 

Um  die  Verallgemeinerung  anzudeuten,  woUen  wir  die  Gleichung 
X^dx^  -\-  X^dXo  -{-  X^dx^  +  ^4^^4  =  0 
betrachten,   deren  Coefficienten   den  vier  Bedingungsgleichungen  von 
der  Form 

«2,3^1  +  «8,1^2  +  «1,2X3   =  0 

genügen  sollen.  Die  Grössen  »„,,„  sind  von  solcher  Beschaffenheit, 
dass  sie  sowohl  der  Relation 

«1,4«2,3  +   «1,3«4,2   -f-  «1,2«3,4  =  0 

als  auch  den  Relationen 

^«^m  ^^n  OX^ 

genügen,  welche  letzteren  sich  unmittelbar  verificiren  lassen. 

Es  möge  nun,  wenn  dies  möglich  ist,  eine  Grösse  %^  den  beiden 
Gleichungen  genügen: 

und  daher  auch,  infolge  der  unter  den  Grössen  a  bestehenden  Relation, 
den  beiden  andern  Gleichungen 


welche  letzteren  beiden  von    den  beiden  vorhergehenden  {Ä)    linear 


,.  d%  ,  a^    .  d^ 


24  1-  Kapitel.  [§  17] 

abhängig  sind.  Nun  muss  nach  der  gewöhnlichen  Jacob i 'sehen  Theorie 
jede  Grösse  d-,  welche  den  beiden  Gleichungen  (Ä)  genügt,  auch  der 
Gleichung 

(«2,3  g^  +  «M  g^  +  «1,2  J^J  («2,4  ^  +   «4,1  ^   +   «1,2  ^)  ^ 

-  («2'^  W,  +  ""^'^  ä|  +  ^^'^  äl:)  ("^^'^  ä^  +  ""^'^  ä^  +  ""^'^  ä^)  '^^^' 

welches  die  Bedingung  der  Coexistenz  beider  Gleichungen  ist,  genügen. 
Diese  Gleichung,  welche  von  ö-  befriedigt  werden  muss,  ist  in  der 
Form  nicht  neu;  sie  wird,  wie  man  leicht  zeigen  kann,  infolge  der 
Gleichungen  (^Ä)  und  {A')  und  der  unter  den  Grössen  am,n  bestehen- 
den Relationen  identisch  befriedigt.  Hieraus  folgt,  dass  die  beiden 
Gleichungen  (J.),  die  augenscheinlich  von  einander  unabhängig  sind, 
die  beiden  einzigen  linear  unabhängigen  Gleichungen  sind,  welche 
von  0"  befriedigt  werden  müssen,  und  dass  dieselben  somit  ein  voll- 
ständiges Jacob i'sches  System  bilden*). 

Da  hier  nun  vier  Veränderlichen,  von  denen  Q'  eine  Function  sein 
soll,  vorhanden  sind,  und  da  das  vollständige  Jacobi'sche  System  aus 
zwei  Gleichungen  besteht,  so  folgt  (vgl.  weiter  unten  §  38),  dass  es 
zwei  (=  4  —  2)  unabhängige  simultane  Lösungen  der  Gleichungen 
dieses  Systems  giebt.  Es  seien  a  und  ß  zwei  solche  Lösungen;  die- 
selben befriedigen  jede,  für  -O-  substituirt,  die  vier  Gleichungen  (J)  und 
(^A')  und  jede  andere  Lösung  lässt  sich  ausdrücken  durch  a  und  ß  allein. 

Nun  bestehen  aber  Relationen 

und  wenn  die  der  Differentialgleichung  äquivalente  Integralgleichung 

'     ip  =  const. 
ist,  so  ist  für  jeden  Lidex 

so  dass  man,  wenn  man  substituirt  und  mit  ^  multiplicirt,  für  alle 
Combinationen  der  Lidices  erhält: 

(\  —  n        ^  4-  n       ^  4-  n       -^ 

^  —  «'^'. »  a  a;^  "f"  ^»'  '■  d  aj„,  "f"  ^'"' "'  3  x^ 

Hieraus  folgt,  dass  ^  ebenfalls  eine  Lösung  der  vier  Gleichungen  (A) 
und  (^')  ist,  und  daher  muss  eine  Function  /  von  der  Beschaffenheit 
existiren,  dass 
iP=f{a,ß) 

*)  Vergl.  Lehrbuch  §  226;  sowie  weiter  unten  §  38  u.  ff. 
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ist.     Die  der  Differentialgleichung  äquivalente  Integralgleiclimig  wird 
daher 

f{a,  ß)  =  const., 

so  dass  die  Differentialgleichung  auf  die  Form  gebracht  werden  kann: 

Mda  -\-  Ndß  =  0, 
worin 

^     '^^         da'dß 
Wenn  dann  die  Grössen  a  und  ß  als   neue  Variable  genommen 
werden,  so  kann  die  Differentialgleichung  transformirt  werden  in 

Mda-{-  Näß  =  0, 
wo   M  und  2V   Functionen    von    a    mid   ß   allein    sind;    das    Integral 
dieser  neuen  Form  ergiebt  die  gewünschte  Lösung.    Hiernach  erhalten 
wir  den  Satz: 

Wenn  die  Differentialgleichung 

X^  dx^  -\-  Xg  dx^  -\-  Xg  dx^  -j-  X4  dXi^  ==  0 
allen  Bedingungen  genügt,  welche   stattfinden  müssen,  da- 
mit sie  ein  einziges  äquivalentes  Integral  besitzt,  und  wenn 
zwei  unabhängige  Integrale  der  Grleichungen 

^  =  «^'^  ä^  +  ^^'^  a^,  +  ^^-^  a^3 1^ 

U  ==  02,4  '^ —   "T"  ^4,1  ö —   ~r   ^1,2   '^ 

dargestellt  werden  durch 

cc  =  a{x^,  X2,  ^3,  ^4),      p  =  p(^i>  ^2}  %?  •^4)) 
so  lässt  sich  die  Gleichung,  wenn  a  und  ß  als   unabhängige 
Veränderliche  eingeführt  werden,  darstellen  in  der  Form 

Mda  +  Ndß  =  0, 
wo  M  und  iV  Functionen  von  a  und  ß   allein   sind,   und   das 
Integral    der    neuen    Gleichung    führt    zu    der    Lösung    der 
ursprünglichen  Gleichung. 

Und  der  entsprechende  Satz  für  eine  Gleichung  mit  p  Ver- 
änderlichen lautet: 

Wenn  die  Differentialgleichung 

Xj  dx^  -\-  Xg  dx2^  -\-  •  •  •  -^  Xp  dXp  =  0 
allen  Bedingungen  genügt,  welche  erfüllt  sein  müssen,  da- 


*)  Irgend  zwei  der  vier  Gleichungen  (J.)  und  {A')  können  als  die  das  voll- 
ständige System  bildenden  Gleichungen  benutzt  werden. 
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mit  sie  ein  einziges  äquivalentes  Integral  besitzt,  und  wenn 
zwei  unabhängige  Integrale  der  Grleicliungen 

t 

(wo  m  =  3;  4,  .  .  .,  j;)  dargestellt  werden  durch 

p  =  p(X^,   X.^,   X^j    .  .  .,    Xp)  j 

so   lässt   sich   die  Grleichung,  falls  a  und  ß   als  unabhängige 
Yeränderliche  eingeführt  werden,  darstellen  in  der  Form 

Mda  +  Ndß  =  0, 
wo  M  und  N  Functionen  von   a  und  ß   allein  sind,   und  das 
Integral   der  neuen  Gleichung   führt  zu   der  Lösung  der   ur~ 
sj)rünglichen  Gleichung. 

Beispiel.  Als  Beispiel  wollen  wir  Beispiel  1  §  15  betrachten, 
indem  wir  ims  x,  y,  z,  n  durch  x^,  x^,,  x^,  x^  ersetzt  denken.  Die 
beiden  Gleichungen,  welche  zur  Bestimmung  von  a  und  ß  dienen,  sind: 

a^  _       dQ^ 


^  ^3  ^^  -^2 


0  =  (^4  —  ^i)  ^ x^  5 h  ^-^  -ö —  =  ^^     (etwa). 

^    '  1^  OX^  ^  8X2     '       "  ox^  ^  ^ 

Die  Hülfsgieichungen  für  die  Integration  der  ersten  sind: 

und   hiervon    köimen    drei    unabhängige   Integrale    in    der   Form  ge- 
schrieben werden: 

-ö"!  =  ^2  ? 

V"^    =    X^y 

Jede  Lösung  der  ersten  Gleichung  kann  als  Function  dieser  dar- 
gestellt werden,  z.  B. 

^  =  F{&^,  -9-2,  ■9-3), 

und   es  sind  nunmehr  solche  Formen  der  Function  F  zu  bestimmen, 
dass  der  zweiten  Gleichung  genügt  wird.     Nun  ist 

A'^i  =  — ^2,         A^2  =  '9'2,         A'^3  =  0, 


daher ; 


dF  dF 
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oder  nach  Abwerfimg  des  Factors  Q: 


Die  Hülfsgleicliungeii  für  die  Integration  dieser  Grleicliung  sind: 

und  die  beiden  erforderlichen  Integrale  hiervon: 

«  =  -^1  +  ^, 

Somit  kami  nach  der  Theorie  derartiger  Gleichmigen  jede  gleich- 
zeitige Lösung  der  die  Function  -O"  bestimmenden  Gleichungen  aus- 
gedrückt werden  als  Function  von 

«  =  -ö-i  +  -9-^  =  ^2  +  ^3 

Nehmen  wir  nun,  um  die  Integration  zu  Ende  zu   führen, 

Mda  -\-  Ndß  =  ^^{x^  +  x^)dx^  -\-  x-^ (x^  —  Xi)dx2  +  ä;2(*"i  —  ^4) ^^3 

~F  ^2  \^2  'T  x.^jax^ , 
so  erhalten  wir: 

Nx^  =  x.^{x.^  +  av,) 

M-\-  Nx_^  =  x.^{x^  —  x^) 

31  -\-  Nx^  =  x.^  (x^  —  x^) 

Nx^  =  x.^  (xo  +  x.^) 

und  diese  werden  sämmtlich  befriedigt  durch 

N=a,         M=  —  ß. 

Hiernach  wird  die  Differentialgleichimg 


deren  Integral  ist: 
somit  wie  vorher: 


ccdß  —  ßda  =  0, 
—  =  const. 


X2  -\-  x^ 


Es  mag  bemerkt  werden,  dass,  falls  zwei  der  vier  Gleichungen, 
welche  alle  durch  d'  befriedigt  werden,  identisch  sind,  dieselben  nicht 
als  diejenigen  Gleichungen  genommen  werden  können,  mit  deren  Hülfe 
a  und  ß  gefunden  werden  sollen. 

In  der  Praxis  wird  man  finden  (der  Grund  hierfür  ist  aus  der 
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Theorie  der  Differentialgleicliungen  ersiclitlicli),  class  das  bei  dem  be- 
sonderen Beispiel  für  die  Integration  simultaner  partieller  Differential- 
gleichungen angewandte  Verfahren  von  allgemeiner-  Anwendung   ist. 

§  18. 

Es  giebt  eine  andere  Methode*)  zur  Bestimmung  des  inte- 
grirenden  Factors  ^,  welche  diese  Grösse  als  eine  Lösung  der 
simultanen  partiellen  Differentialgleichungen,  denen  sie  genügt,  be- 
handelt.    Die  allgemeine  typische  Gleichung  ist  (§  5) : 

X    IA  —  Y    ^  —  na 

"  dx  "  dx  r^m,n  ) 

und  diese  muss  gelten  für  alle  Combinationen  der  Indices  m,  ot.  Nun 
wird  aber  mit  Rücksicht  auf  die  von  den  Coefficienten  X  zu  befrie- 
digenden Bedingungen  eine  Reihe  von  dem  ganzen  Systeme  äquiva- 
lenten, und,  soweit  fi  in  Betracht  kommt,  linear  von  einander  unab- 
hängigen Gleichungen  gebildet  durch 

wo  m  =  2,  3,  .  .  .,  p  ist.     Nimmt  man  fi  =  e^  und  bezeichnet  man 

^ —  mit  p,-,   so   erhält  man  das   irreductible  simultane  System  in  der 

0  x^ 

Form 

(13)  Xipm  —  Xmpi  +  ai^m  =  0 . 

Die  Jacob i'schen  Bedingungen  der  Coexistenz  sind  infolge  der 
Relationen  (7)  erfüllt  und  somit  wird  ft  bestimmt  sein  durch  jede 
gemeinsame  Lösung  des  Systems  (13).  Wenn  wir  jedoch  eine  gemein- 
same Lösung  des  Systems  mit  einer  oder  mehr  willkürlichen  Con- 
stanten erhalten,  so  wird  es  im  Allgemeinen  möglich  sein,  aus  dieser 
Lösung  zwei  verschiedene  Werthe  des  integrirenden  Factors  abzuleiten, 
und  aus  diesen  kann  dann  (§  4)  eine  Lösung  der  ursprünglichen 
Gleichung  erhalten  werden. 

Nimmt  man  das  specielle  in  Beispiel  3  §  15  discutirte  Beispiel 
imd  behält  man  als  die  beiden  linear  unabhängigen  Gleichungen, 
welche  2  bestimmen,  die  folgenden  bei : 

Xip3  —  Xspi  +  «1,3  =  0 
X2P3  X3P2  +  «2,3  =  0, 

*)  Collet,  Annales  de  l'Ec.  Norm.  Sup.  P^  Serie  VII  (1870),  p.  69—88. 
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so  erhält  man  nach  Substitution  der  Werthe  für  Xi,  X^,  Xz,  «1,3,  02,3: 
Fl  =  (^1^  —  x^^  —  x^Xs)ps  —  X,  (rTi  +  x^)i\  —  2(ä;,  +  x^)  --=  0 
-^2  =  (^2'  —  ^1'  —  «i«3)i'3  —  ^2(^1  +  ^2>2  —  2(a;,  +  aja)  =  0, 

nachdem  man  respective  die  Factoren  x.,  und  x^  abgeworfen  hat. 

Die  Hülfsgleichungeu  für  die  Integration  von  F-^  =  0  nach  dem 

Ja  CO  bi 'sehen  Verfahren  sind: 

d  x-^  cl  x^  dXg  dpg 

Aus  den  drei  ersten  Brüchen  kann  man  die  folgende,  ihnen  an  Werth 
gleiche  Combination  bilden: 

dx^  -\-  dx,^  -\-  dx^ 

^2  y^i  'T'  -^i   'T'  -^zi 

so  dass  ein  Integral  des  Systems  gegeben  ist  durch 

-P3  =Pz  (^1  +  a^2  +  ^3)  =  « ; 
WO  a  eine  willkürliche  Constante  ist.     Man  verificirt  leicht,  dass 

{F„F,)  =  (),     (F„F,)  =  0 
und  daher  ist  F^,  =  a  die  gemeinschaftliche  Lösung. 

Löst  man  die  drei  Gleichungen  JP\  =  0 ,   F2  =  0 ,   F^  =  a  nach 
Ihj  P27  Ps  ^^^f  ^°  erhält  man: 

X  p  -\-2  =  a ^i^  —  ^i^  —  a;2^3 ^^  ^  j ^1 [ ^i -j^  j 

(x^  -|-  ajg  -j-  ajg)  {x-i  -f-  X2)  ( Xi  -\-  X2  -\-  Xg       x^  -\-  x.2  > 

2^  ^    I  (^1  +  Ä-ä  +  ajg) {x^  4-  .T.,)  l a;,  +  a-2  +  ajg    '    .r,  +  a^a  > 
1 

j  1    T^  -^2  T^   i<-3 

und  hieraus  / 

fZ^  =  p^dx^  -j-  ^Jg^^^S  4"  Ä^^3 

daher :  • 

„  _  p^  _  ^  {(^1  +a^2+^3)('^i+-'y2)}" 

WO  c  eine  willkürliche  Constante  ist. 

Ein    specieller  Werth    von  ft,    etwa  (i',    der    durch    a  =  0    ent- 
steht, ist 

f  c 

x^  x,^ 

und  daher  ist  eine  Lösung  der  ursprünglichen  Gleichung: 
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A  =  const., 

und  diese  lässt  sich  sofort  auf  die  früliere  Form  bringen: 

i-h  ~r  ^'2  ~r  ^3)  (^1  ~r  ^2)  __  fif)i-|s,f 


§  19. 

Eine  dem  Eul er 'sehen  Verfahren  (§  12)  etwas  ähnliche  Methode 
rührt  von  Natani  her*).  Dieselbe  wird  zur  Genüge  klar  werden, 
wenn  wir  uns  auf  die  Form  beschränken: 

(A)  Xdx  +  Ydy  +  Zd^  +  Udii  =  0, 

wobei  die  Integrabilitätsbedingungen  als  erfüllt  vorausgesetzt  werden, 

so  dass  das  äquivalente  Integral  aus  einer  einzigen  Gleichung  besteht. 

Betrachtet  man  zunächst  2  und  ii  als  constant,  so  erhält  man  ein 

Integral  von 

Xdx  +  Ydy  =  0 
in  der  Form 

4>  (x,  y,  2,  u)  =  const. 

und  die  äquivalente  Integralgleichung  der  ursprünglichen  Gleichung  ist 
alsdann  von  der  Form 

f{t,  3,  u)  =  a ,  **) 
oder  etwa 

wo  (p  nicht  X  oder  y  explicit  enthält  und  daher  durch  keine  specielle 
Annahme    über    diese    Veränderlichen    in    der    Form    geändert    wird. 
Setzt  man  dann  ,t  ==  0  und  bezeiclmet  man  mit  ?/j   den  entsprechen- 
den Werth  von  y,  so  erhält  man: 
{ß)  t{x,  y,  0,  li)  =  i^(p,  ij,,  0,  u), 

und  sodann  ist 

{y)  ^(0,  ?/,,  ^,  v)  =  cp{2,  u,  a)  •  ■ 

das  äquivalente  Integral  von 

(B)  Ti  dy^  +  Z^  dz  +  U^du=^0, 

wo   Y, ,  Z, ,   U-^  die  Werthe  von   Y,  Z,   U  für  ^  =  ^1 ,  x  =  0  sind. 


*)  „Ueber  totale  und  partielle  Differentialgleichungen",  Crelle's  J.  Bd.  58 
(1860)  S.  301—328,  §  2. 

*'■*'■)  An  dieser  Stelle  wird  bei  dem  Natani'sclien  Verfahren  stillschweigend 
die  Annahme  der  Integrabilität  gemacht. 
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Betrachtet  man  zweitens  w  als  eonstant,  so  erhält  man  ein 
Integral  von 

Y^dy^  +  Z^ds  =  0 
in  der  Form: 

%(?/i;   ^;   *0  =  COnst., 

und  das  äquivalente  Integral  von  (J9)  ist  von  der  Form: 

F{j,  ii)  =  const. 
oder  etwa 

{8)  ^  =  ^{^n,h), 

wo  %■  nicht  y^  oder  0  explicit  enthält  und  daher  durch  keine  specielle 
Annahme  über  diese  Variablen  in  der  Form  geändert  wird.  Setzt 
man  dann  y^  =  0  und  bezeichnet  man  mit  0^  ^1^^  entsprechenden 
Werth  von  0^  so  erhält  man: 

und  dann  ist 

(0  X(0,   ^2,   «)  =  ^(";   Z') 

das  äquivalente  Integral  von 

(0)  Z.,cl0,-i-  U^du  =  0, 

wo  Z;,  U2  die  Werthe  von  Z^,  TJ^  für  ^  =  ^27  ^1  "="  ^;  ^^-  •'^i-  *^^i®  Werthe 
von  Z,   U  für  0  =  027  !/  =  Ö7  rc  ==  0  sind. 

Nun  giebt  [C),  wenn  integrirt,  ^^  als  Function  von  11.  Wird 
dieser  Werth  von  ^3  in  C^)  substituirt,  so  wird  die  rechte  Seite  &(ti,  h) 
und  daher  verwandelt  sich  die  Grleichung  in  (^S),  welche  den  Werth 
von  2/j  als  eine  Function  von  0  und  u  giebt.  Wird  dieser  Werth  von 
?/,  in  (/3)  substituirt,  so  wird  die  rechte  Seite  cp{0,  u,  const.)  und 
somit  verwandelt  sich  die  Grleichung  in  (a),  d.  h.  in  die  Gleichung^ 
welche  das  der  Gleichung  {Ä)  entsprechende  Integral  darstellt,  das 
somit  erhalten  ist. 

Alle  hierbei  gemachten  Schritte  sind  wirklich  möglich  mit  Rück- 
sicht darauf,  dass  die  Integrabilitätsbedingungen  erfüllt  sind;  und  die 
Functionen  7/;  und  ^  sind  erhalten  aus  der  Integration  besonderer 
(vereinfachter)  binomischer  Formen  von  (Ä)  und  (^B). 

Offenbar  liegt  der  Unterschied  zwischen  der  Natani'schen 
und  der  Euler 'sehen  Methode  in  der  Einführung  der  Postulate, 
welche  zu  Gleichungen  wie  (/3)  und  (e)  führen,  und  darin,  dass  das 
Verfahren  auf  Gleichimgen  mit  beliebig  vielen  Veränderlichen  anwend- 
bar ist.  Und  wenn  es  in  besonderen  Beispielen  sich  als  nicht  zweck- 
mässig erweisen  sollte,   einer  Variablen  den  Werth  Null   beizulegen, 
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um  eine  Gleicliung  wie  (B)  aus  (Ä)  oder  (C)  aus  (B)  abzuleiten,  so 
kann  man  der  Variablen  zu  diesem  Zwecke  einen  von  Null  verscliie- 
denen  eonstanten  Werth  geben;  die  einzige  Folge  biervon  würde 
sein,  dass  die  Coefficienten  im  allgemeinen  Falle  weniger  einfach  sein 
würden,  als  wenn  man  derselben  den  normalen  Werth  Null  beige- 
legt hätte. 

Beispiel  1.     Als   einfaches  Beispiel   betrachten  wir  (vergl.  §  15, 
Beisp.  1): 

-     z{y  4-  ^)  f?^  +  ^(w  —  x)dy-\-y{^  —  u)dz  -\-  y{y  -\-  z)du  =  0 . 
Nehmen  wir  zunächst  u  und  z  constant,  so  ist: 

t{x,  y,  0,  ^i)  =  ^^-^, 
daher: 

^(.{O,y„0,u)  =  '-^  =  '^^- 

Die  nächste  Gleichung  ist: 

zudy^  —  y^udz  =  0, 
daher : 

in 


0, 


und  somit: 

X(l,  ^2;  «)  =  ^2  =  ^ 

Die  letzte 

Gleichung  ist: 

udZ^  +  (1  +  Ä'2)f/H  = 

daher: 

^  =  const. 

oder: 

z^  =  cu  —  1. 

Hieraus 

z              z 

^'             Z^             CM  —   1 

und  daher: 

2/+^_2/i  +  ^_      cä; 

u  — X  u  eu  —  1 ' 

somit : 

-^—^, =  —  =  const., 

y-\-z  c  ' 

übereinstimmend  mit  dem  früheren  Resultat. 

Beispiel  2.  Um  eine  directe  Vergleichung  zwischen  den 
beiden  Methoden,  der  Euler'schen  und  Natani'schen,  zu  haben, 
wenden  wir  sie  beide  auf  die  Gleichung  an: 
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Xdx  +  Ydy  +  Zds  =  0 , 
die  wir  als  integrabel  voraussetzen. 
Euler  setzt 

Xdx-\-  Ydy  =  Mdt, 

wo  t^  eine  Function  von  x,  y,  z  ist,  die  zunäclist  unter  der  Aunalime 
bestimmt  ist,  dass  z  constant  ist;  und  seine  zweite  Gleichung  ist 
dann  von  der  Form: 

wo  irr  ^ —  ~^-  eine  Function  von  z  und  ■ü)  allein  ist,  infolge  der  Inte- 

M.  dz  -r  ;  o 

grabilitätsbedingung.  Das  Integral  der  Differentialgleichung  ist  dann 
von  der  Form 

^  =  f{^i  c) , 
wo  c  eine  willkürliche  Constante  ist. 
Nun  sei  nach  Natani 

^{x,  y,  £)  =  t{0,  y„  z)  =  W(y„  z). 

Ist  iJij  der  Werth  von  M  für  sc  =  0,  y  =  y^,   so  folgt,  faUs  d-(z,  f) 

der  Werth  von  -^ ^  ist,  dass  d-(z,  ^)  den  Werth  von  -~  — ^5— 

M  cz         '  \7/  M^        dz 

darstellt,  da  x  und  y  nicht  exjDlicit  vorkommen.  Da  aber  ip  =  W, 
so  ist  d-iz,  ilj)  =  d'{z,  W)  imd  daher: 

Z^  c^  _    Z^  cW 

W       Jz  ~~  W^       Tz  ' 
Somit  dil^  =  dW.     Hiernach  wird  Euler's  zweite  Gleichung: 


d.  h. 

Ferner  haben  wir 

und  daher: 


'     \Mi  oz  I  ' 

^=~  "^1  +  W"  «^  =  ^• 


0^  _  ][_ 
dy  ~  M 


8W  _   Yj^ 

somit  wird  Euler's  zweite  Gleichung: 

Y^dy^-\-  Z,dz  =  Q, 

d.  h.  sie  wird  mit  Natani's  zweiter  Gleichung  identisch.  Da  nun  das 
Integral  von  Euler's  zweiter  Gleichung  (und  daher  von  der  ursprüng- 
lichen Gleichung) 

!Forsyth,  Theorie  der  Differentialgleichungen.  3 
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^  =  f{8,    C) 

ist,  so  ist  das  Integral  von  Natani's  zweiter  Gleichung 

W=f{z,  c) 
und   dalier  ist   das  Integral   der    ursprünglichen  Grleichuug  nach    der 
N a t an i 'sehen  Methode 

^(x,  y,  z)  =  W{y^,  £)  =  f{z,  c). 

§  20. 

Dubois-Reymond*)  hat  ebenfalls  eine  Methode  angegeben, 
um  ein  der  Gleichung  ß  =  Xüx  +  Ydy  -\-  Zdz  =  0  äquivalentes 
Integral  zu  erhalten.  Bei  der  Darlegung  dieser  Methode  tritt  die 
Bedingung  der  Integrabilität  nirgends  als  wesentlich  auf;  mag  die 
Gleichung  iß  =  0  integrabel  sein  oder  nicht,  die  Methode  führt  zu 
einer  einzigen  Gleichung,  welche,  wie  behauptet  wird,  von  der  geeig- 
neten Form  ist,  sobald  die  Gleichung  integrabel  ist. 

Die  Methode  besteht,  geometrisch  ausgedrückt,  in  folgendem: 
Welches  auch  immer  der  durch  die  Gleichung  ß  =  0  dargestellte 
geometrische  Ort  sein  möge,  wir  können  von  einem  Punkte  Pq,  dessen 
Coordinaten  x^^y^,  0q  sind,  längs  desjenigen  Theiles  des  Ortes,  welcher 
auf  einer  willkürlichen  Fläche 

«  =  %(^;  y,  ^) 

liegt,  zu  einem  andern  Punkte  P^  übergehen,  dessen  Coordinaten 
iCj,  ;?/j,  ^1  sind.  Von  diesem  Punkte  P^  aus  bewegen  wir  uns  längs 
desjenigen  Theiles  des  Ortes,  welcher  auf  einer  andern  willkürlichen 
Fläche 

.^  =  %ii^,  y>  ^) 

liegt,  zu  einem  andern  Punkte  P,  dessen  Coordinaten  x,  y,  s  sind. 
Nun  kann  man  die  Gleichungen 

i^  =  0,     a  =  i,     0  =  dx 
benutzen,  um  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  mit  nur  zwei 
Variablen  herzustellen;  diese  wird  ein  Integral  haben,  etwa 

f{x,  y,  z,  a)  =  c^, 
so  dass  wir  haben : 

f(^o;  2/o;  ^o;  «)  =  q  =  f{x„  y„  8^,  d) . 

*)  „Ueber  die  Integration  linearer  totaler  Differentialgleichungen,   denen 
durch  ein  Integral  Genüge  geschieht",  Crelle's  Journ.  Bd.  70  (1869),  S.  299—313. 
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Analog  kann  man  die  Gleichungen 

benutzen,  um  eine  Grleicliung  erster  Ordnung  mit  nur  zwei  Variableu 
herzustellen,  welche  ein  Integral  besitzt  von  der  Form: 

g{x,  y,  ^,  h)  =  c^, 
so  dass  man  hat: 

;ti(^u  2/n  ^1)  =  ^  =%i(^,  y,  ^) 

Aus  diesen  acht  Gleichungen  kann  man  die  sieben  Grössen  Xy,  y^,  0^ , 
a,  h,  c^,  C2  eliminiren  und  das  Resultat  wird  sein: 

0{x,  y,  .z,  x^,  2/0,  2q)  =  0, 
welche,   wenn  die  Gleichung  Sl  =  0  integrabel  ist,   der  Behauptung 
zufolge  die  Form  annehmen  soll : 

(p{x,  y,  s)  =  (p{x^,  y„  0o)  =  const. 

Dies  ist  die  Gleichung  des  Ortes  von  P  und  daher  das  der  Differential- 
gleichung dieses  Ortes  Si  =  0  entsprechende  Integral. 

Die  soeben  betreffs  der  Form  der  schliesslicheu  Gleichung  ge- 
machte Behauptung  ist  nicht  erwiesen,  wenn  sie  sich  auch  in  beson- 
deren Beispielen  als  richtig  erweist.  Ferner  ist  kein  Beweis  dafür 
gegeben,  dass,  falls  die  Behauptung  betreffs  der  Form  der  schliess- 
licheu Gleichung  allgemein  richtig  ist,  das  Resultat  unabhängig  ist 
von  jeder  Besonderheit  in  der  Form  der  Hülfsgieichungen  ;^  =  «, 
Xi  =  l>,  die  angenommen  werden  kann. 

An  dem  angegebenen  Orte  findet  man  noch  Modificationen  der 
Methode,  welche  denselben  Einwürfen  unterliegen,  sowie  eine  Ver- 
allgemeinerung auf  Gleichungen  mit  11  Variablen*). 

Beispiel  1.  Wird  die  Methode  angewendet  auf  die  integrable 
Gleichung 

2(y  -\-  0)dx  -{-  xdy  +  ^äz  =  0 

mit  den  Hülfsgleichuugen 

y  z 

SO  führt  sie  (correct)  zu  dem  Resultat 

x\y  +  ^)  =  oc^\yo -^  ^^  1 
einer  einzigen  Gleichung  von  der  angenommenen  Form. 

*)  Wegen  anderer  Einwände  siehe  Weiler,  Schlöm.  Zeitschr.  Bd.  20  (1875). 
S.  80—83;  Dubois-Reymond,  Math.  Ann.  Bd.  12  (1877),  S.  123—131. 

3* 
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Wird    aber   die    Methode    angewendet    auf    die    nicht    integrable 

Gleichung 

xdy  -j-  ydx  +  ^äz  =  0 

mit  den  Hülfsgieichungen 

y  ^ 

SO  führt  sie  zu 

und  wenn  sie  angewendet  wird  auf  die  nämliche  Differentialgleichung 
mit  den  Hülfsgieichungen 

so  führt  sie  zu 


--log 


"^0  2/0 


y  '='    xy  ' 

in  jedem  Falle  also  (uncorrect)  zu  einer  einzigen  Grleichung,  die  jedoch 
nicht  die  behauptete  Form  hat. 

Beispiel  2.  Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  die  in  der  Dubois- 
Reymond'schen  Methode  gegebene  praktische  Regel  die  nämliche 
wird,  wie  das  bei  der  Na tani 'sehen  Methode  befolgte  Verfahren 
(§  19),  falls  die  Hülfsgieichungen  sind: 

§  21. 

Die  Ableitung  der  Bedingungen  der  exacten  Integrabilität  einer 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  n^^^  Ordnung  (oder  eines  Differen- 
tialausdrucks, welcher  nur  Ableitungen  einer  einzigen  abhängigen 
Variablen  in  Bezug  auf  eine  einzige  unabhängige  Variable  enthält), 
wird  zuweilen  abhängig  gemacht  von  der  Theorie  der  Integration 
eines  im  Sinne  der  vorhergehenden  Paragraphen  exacten  Differential- 
ausdrucks. Da  indessen  der  Zusammenhang  kein  unmittelbarer  und 
diese  Methode  nicht  die  Hauptmethode  ist,  so  dürfte  es  genügen^  hier 
auf  einige  der  Abhandlungen  über  diesen  Gegenstand,  in  denen  mau 
Hinweise  auf  Euler,  Lagr'ange,  Lexell  und  Condorcet  findet, 
aufmerksam  zu  machen. 

Sarrus,  Comptes  Rendus  Bd.  1  (1835),  S.  115—117;  Bd.  28  (1849), 
S.  439—442;  LiouviUe's  Journ.  Bd.  14  (1849),  S.  131—134. 

Dirksen,  Abh.  d.  Königl.  Akad.  d.  W.  zu  Berlin  (1836),  S.  79—98. 

Bertrand,  Journ.  de  l'ec.  polyt.,  Bd.  17  (1841),  S.  249  —  275; 
Liouville,  Bd.  14  (1849),  S.  123—130. 
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Raabe,  Crelle's  Joiirn.,  Bd.  31  (1846),  S.  181—212. 
Joachimsthal,  CreUe's  Journ.,  Bd.  33  (1846),  S.  95—116. 
Stoffel  und  Bacli,  Liouv.  Journ.  2'"^  Serie,  Bd.  7  (1862),  S.  49—61. 
Imschenetsky,  arun.  Arch.,  Bd.  50  (1869),  S.  278—474,  insbes.  §  26. 
Pujet,  Comptes  Rendus,  Bd.  82  (1876),  S.  740—743. 
Winckler,  Wiener  Sitzimgsber.  Bd.  88,  Abtli.  2  (1883),  S.  820—834. 


Vermischte  Aufgaben. 

1.  Es  seien  P,  Q,  E  irgend  welche  Functionen  der  drei  unabhängigen 
Veränderlichen  x,  y,  z  und  es  werde  einem  Punkte  Ä{x,  y,  z)  die  Ebene 
(X  —  x)  P  4-  (F  —  y)Q  -{-  (.Z  —  0)  i?  =  0  zugeordnet.  Man  zeige,  dass  es  zwei 
Richtungen  in  dieser  Ebene  giebt  von  solcher  BeschaflPenheit ,  dass,  wenn  man 
einen  dem  Punkte  Ä  benachbarten  und  in  der  Ebene  in  einer  dieser  Richtungen 
liegenden  Punkt  B{x  -}-  dx,  y  -{-  dy,  z  -\-  dz)  nimmt,  der  Durchschnitt  der  A 
und  B  zugeordneten  Ebenen  die  Linie  AB  ist.  Man  zeige  ferner,  dass,  wenn 
die  Relation 


dp 

dP 

dP 

dx ' 

dy' 

dz 

dx ' 

dQ 

dy' 

dQ 

dz 

dB 

dB 

dB 

dx  ' 

dy' 

dz 

P, 

Q, 

B, 

B 


0 


=  0 


G 


-(^ 


?)_0 

c/ 


identisch  erfüllt  ist,  alsdann  das  System  der  allen  möglichen  Punkten  A  zuge- 
ordneten Ebenen  eine  Fläche  umhüllt.  (Voss.) 

2.  Im  Zusammenhang  mit  der  letzten  Aufgabe  zeige  man,  dass,  wenn  für 
die  Gleichung  Pdx  -{-  Qdy  -{-  Bdz  =  0  die  Integrabilitätsbedingung 

.dz  dyJ^^Xdx  dzJ'^  \dy  dx) 
identisch  erfüllt  ist,  alsdann  die  Enveloppe  der  zugeordneten  Ebenen  in  ihrer 
allgemeinen  Form  ein  Integral  der  Differentialgleichung  ist,  und  dass  in  jedem 
Berührungspunkte  einer  Ebene  mit  der  Fläche  die  beiden  angegebenen  Rich- 
tungen diejenigen  der  Wendetangenten  der  Fläche  sind. 

Falls  G  =  0  nicht  identisch  befriedigt  ist,  discutire  man  die  Beziehung  der 
Fläche  G  =  0  zur  Differentialgleichung.  (Voss.) 

3.  Man  beweise,  dass  die  Gleichung 

(a?2^  —  XgXi)dx^  -j-  (Xs^  —  x^x^)dx^  -{-  {x^^^  —  x^x^)dx^  =  0 
exact  ist,  und  erhalte  ihr  Integral  nach  Bertrand's  Methode  (oder  auf  andere 
Weise)  in  der  Form: 

(a?!  +  0^2  +  x^y"'  {x^  +  <»^^2  +  (oxj"  {x^  +  (ox^-\-  (o^x^)  ==  const. 
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4.     Man  zeige,  dass  die  totalen  Differentialgleichungen 

1)    x{y  —  l){z  —  l)dx  -\-  y{z  —  \){x  —  \)dy  -j-  3{x  —  l){y 


l)dz  ==  0, 


2)     dx  -\ dy  —  —  ds  =  0 , 


2z 


3)     dx  -\-  -—  dy dz  —  - — 

2y  xy  2xy 


lu  =  0, 


4)     dx -\ -. dy-\ ^ dz -\ cot —  [du dv)  =  0 

y  log  yz  z  log  yz  v  v    \  vi 

sämmtlicli  die  Integrabilitätsbedingungen  erfüllen,  und  suche  die  betreffenden 
diesen  Differentialgleichungen  äquivalenten  Integralgleichungen.      (Co  11  et.) 

5.     Man  integrire  die  folgenden  Differentialgleichungen,  welche  durch  Mul- 
tiplication  mit  einem  Factor  zu  exacten  gemacht  werden  können : 

1)  {y^  +  z^)dx  —  xzdy  +  xydz  =  0, 

2)  {y -\- zy-dx -^  z^dy -\- y'^dz  =  <^ , 

3)  z{\  —  z'^)dx  -\-  zdy  —  {x  -\-  y  ■\-  xz^)ds  =  0 , 

4)  {i.  -\- yzydx  —  z^'dy -i- dz  =  0, 

5)  H(y,  z,  u)dx  4-  S{z,  u,  x)dy  -\-  H(u,  x,  y)dz  -\-  H{x,  y,  z)du  =  0, 
wo  in  letzterer  Gleichung  H(a,  h ,  c)  die  Summe  der  gleichartigen  Producte  aus 
a,  b,  c  von  zwei  Dimensionen  bezeichnet. 


6.     Man  suche  die  Stammgleichung  von 
dx,      dy ,      dz, 


X, 


y> 
A, 


0 
1 

Äs 


=  0 


(der  Verallgemeinerung  der  Hesse'schen  Gleichung),  wo  die  Grössen  Ä  und  B 
lineare  nichthomogene  Functionen  von  x,  y,  z  sind,  in  der  Form 

Mo'^°Wi''^W2'^^W3''*  =  const., 
wo  Vq,  % ,  ^2)  %  passend  bestimmte  lineare  Functionen  von  x,  y,  z  und  c^,  Cj^ , 
c^,  C3  Constanten  sind.  (Pittarelli) 

7.    Man  zeige,  dass,  wenn  die  Gleichung 

P^dx^  -\-  P^dx^  -{-■■■  -{•  P„dx^  =  0 

aus  einer  einzigen  Integralgleichung  ableitbar  und  so  beschaffen  ist,  dass 
Pj,  Pg,  .  .  .,  P^  sämmtlich  homogene  Functionen  von  derselben  Ordnung  sind, 
alsdann 

(P,x,  +P,^2  +  ...  +P^x^)-' 

ein  integrirender  Factor  ist. 

Man  discutire  den  Fall,  in  welchem  dieser  integrirende  Factor  die  Form 

—  annimmt,  und  wende  das  Resultat  auf  die  Integration  der  Gleichung  an : 


(y  +  3)°doc  —  x{y  +  2z)dy  —  xzdz  =  0 


(Fais.) 
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n—l 

8.  Man  zeige,  dass,  wenn  die  Coefficienten  in    "^    X^dx^^  rational  sind, 

m=0 
alsdann  die  Substitutionen  (für  Je  ^  0,  1,  ...,  n  —  1) 

^.  =  (^0  +  «^-^1  +  «''^2  +  •  •  •  +  co-'-'^,-,y, 

wo  CO  eine  primitive  w*®  Wurzel  der  Einheit  ist,  den  Difierentialausdruck  in 

711  =  0 

verwandeln,  und  zeige,  dass  die  nothweudigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
für  die  Integrabilität  des  Ausdrucks  sich  auf  die  —  n  oder  —(n  —  1)  Gleichungen 

für  r  ==  1,  2,  3,  •  •  •  —  w  oder  —  {n  —  1)  reduciren.  (Kronecker.) 

9.  Man  beweise,   dass  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
dafür,  dass 

l\äx^  +p.,dx^  H \-Pn^^n 

ein  exactes  Differential  ist,  die  folgenden  sind: 

1)  dass  die  Gleichungen 

^  =  ^  U  =  2,...,n) 

OXj         ox^ 

befriedigt  sind  und 

2)  dass  lo^dx^  +  •  •  '  +  i'«^^»»  wenn  man  x^  constant  setzt,  ein  exactes 
Differential  ist.  (Laurent.) 

10.  Wenn  die  Gleichung 

X^dx^  +  X^dx^  +  •  •  •  +  ^päXp  =  0 
sämmtliche  Bedingungen  erfüllt,  weldie  erfüllt  sein  müssen,  damit  die  Gleichung 
durch  eine  einzige  Integralgleichung  darstellbar  sei,  und  wenn  dieselbe  der  Reihe 
nach  auf  die  Formen  reducirt  wird: 

dUi  +  Y^dx^  +  Y^dx^  -{-•••-{-  Y^dx^^  ==  0 
du2  +  Z^dx^  +  •  •  •  +  ^p^^p  =  0 


so  ist 


J^duj^dtt^         ^^p-2  g%-i 
Xj  dx^  du^  ^^^—3  ^'^p—2 

ein  integrirender  Factor  der  ursprünglichen  Gleichung, 


2.  Kapitel. 
Systeme  exacter  Oleichnngen. 


§  22. 

Wenn    man    ein    System    von    n    Grleichungen    mit    m  -\-  n   Ver- 
änderliclien 

hat/ WO  ttr  eine  Constante  ist  und  r  die  Werthe  1,  '2,  .  .  .,  n  an- 
nehmen kann,  so  kann  man  sich  dieselben  als  zur  Bestimmung  der  n 
Veränderlichen  u^,  v^,  .  .  .,  u^  als  Functionen  der  m  Veränderlichen 
Xy,  .  .  .,  Xm  dienend  denken,  vorausgesetzt,  dass  zwischen  den  n  Func- 
tionen (p,  betrachtet  als  Functionen  der  n  Variablen  it,  keine  Functioual- 
beziehung  besteht. 

Siämmtliche  Variationen   der  Veränderlichen   sind   durch  n  Grlei- 
chungen von  der  Form  verbunden: 

s  t 

Aufgelöst  ergeben  dieselben  die  Variationen  du  der  abhängigen  Ver- 
änderlichen ausgedrückt  durch  die  Variationen  dx  der  imabhängigen 
Veränderlichen  mittels  der  n  Grleichungen: 

(I)  du,  =^   JJs.tdxt 

t=i 
{s  =  l,  2,  ...,  w), 

worin  die  Coefficienten  Ugj  Functionen  sämmtlicher  Variablen  u  und 
X  sind  (oder  sein  können),  und  die  Gleichungen  (I)  sind  bestimmt 
und  in  eindeutiger  Weise  ableitbar  aus  dem  vorhergehenden  System, 
weil  die  Determinante  der  Coefficienten  der  du  in  jenem  System 

?(«!,     .    .    .,     M„) 

infolge  der  über  die  Functionen  q)  gemachten  Voraussetzung  nicht 
verschwindet. 
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Da  ferner  die  Gleiehimgen  (I)  aus  dem  früheren  System  abge- 
leitet sind,  so  führt  die  Substitution  der  durch  (I)  gegebenen  Werthe 
der  du  zu  Identitäten;  daher  ist  für  jede  der  n  Functionen  <p  die 
Grleichung 


2" 


identisch  erfüllt.  Daraus  folgt,  dass  der  Coefficient  eines  jeden  der 
Diflferentialelemente  dx  verschwinden  muss,  und  daher  genügt  gp  den 
m  Differentialgleichungen 

{t=l,  2,  ...,  m). 

§  23. 

Gerade  so  wie  im  Falle  einer  einzigen  Gleichung  ergiebt  sich, 
dass  jede  functionale  Verbindung  der  Grössen  9?  eine  Lösung 
der  Gleichungen  (I)  oder  (11)  ist.  Denn  was  die  Gleichungen  (I) 
betrifft,  so  sind  dieselben  äquivalent  mit 

dcp^  =  0,         dcp.,  =  0,  .  .  .,  dq)a  =  0, 
und  daher  haben  wir,  wenn  ip  eine  Function  von  9?,,  (p^,  ■  ■  ■,  cpn  ist: 

n 

=  0 
zufolge   der  Gleichimgen  (I),  d.  h.  t/;   ist   eine  Lösung.     Und  was  die 
Gleichungen  (II)  anlangt,  so  ist 

n  I 

=  0 
zufolge  der  Gleichungen  (II),  d    h.  i(j  ist  eine  Lösung. 

Umgekehrt  kann  jede  Lösung  des  Systems  (I)  oder  des 
Systems  (EL)  dargestellt  werden  als  eine  Function  der  n  unab- 
hängigen Lösungen  gp,,  q)^,  .  ■  ■,  cpn-  Deim  nimmt  man  dieselbe 
für  ifj,  so  ist  sie  eine  gewisse  Function  von  m,,  u^,  ■  ■  ■,  w„  und 
der  unabhängigen  Veränderlichen  x^,  x.2,  .  .  .,  Xm  und  bestimmt  man 
?(j,  «2;  •  •  •?  *^«  ^Is  Functionen  der  Lösungen  (p  und  der  Variablen  x, 
so  erhält  man  ■^  in  der  Form: 

^  =  ■^(^1;  ^i,  ■  ■  ■,  9^n,  x^]  X^,  .  .  .,  x„). 
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Was  die  Gleicliungen  (I)  anlangt,  so  hat  man,  da  ^[;  eine  Lösung 
ist,  dif)  =  0  und  ebenso  ist  infolge  derselben  Grleicbungen,  da  die 
Grössen  cp  Lösungen  derselben  sind,  dcpi^  =  ö;  •  •  ■?  ^^9«  ==  0,  daher: 

Nun  sind  aber  die  Grössen  Xi,  x^,  •  •  .,  x,n  nach  Voraussetzung  unab- 
hängig von  einander  und  es  kann  somit  zwischen  ihren  Variationen 
keine  Beziehung  existiren.  Demnach  können  die  vorstehenden  Glei- 
chungen nur  erfüllt  werden  durch 

oder  es  ist  i^  in  seiner  letzteren  Form  explicit  unabhängig  von 
Xi,  X2,  .  .  ^  x,n  und  kann  daher  dargestellt  werden  als  Function  von 
cp^,  ...,  (fn-  —  Was  die  Gleichungen  (11)  betrifft,  so  erhalten  wir, 
wenn  wir  t^  in  derselben  Form  nehmen,  die  Gleichungen: 


da  die  Grössen  ic  nur  in  den  Grössen  q)  vorkommen;  somit  haben 
wir,  da  A(Cpr  =  0  ist,  für  jeden  der  Werthe  t  =  1,  2,  .  .  .,  m: 

und  werden  somit  zu  demselben  Schlüsse  geführt  wie  vorher. 

§24. 
Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (I)  mit  Ai,^,  ^,2,s,  ■  ■  ■,  ^r,s,  wo 

Xr  s  =  ^^  und  addirt  man,  so  erhält  man 

cu^  '  -     ' 

d(pr  =  0, 

eine  Gleichung  in  integrirbarer  Form.  Ein  solches  System  von 
Grössen  kann  ein  System  von  integrirenden  Factoren  ge- 
nannt werden;  augenscheinlich  muss  es  n  unabhängige  Systeme  von 
integrirenden  Factoren  geben,  von  denen  jedes  zur  Ableitung  einer 
integrablen  Gleichung  dient,  und  die  Determinante  der  n  Systeme  ist 
nicht  Null,  da  die  Jacobi'sche  Determinante  der  Functionen  qo  mit 
Bezug  auf  die  Variablen  u  nicht  Null  ist. 

Nun  sei  t/;  irgend    ein   anderes  Litegral   des   Gleichungssystems, 
so  dass,  wie  eben  bewiesen 
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ist,  und  es  seien  Qi,  Qi,  ■  •  -,  Qu  das  System  der  integrirenden  Factoren, 
welches  zur  Ableitung  der  Grleicliung  dip  =  0  dient.     Dann  ist: 

für  r  =  1,  2,  .  .  .,  w.    Die  Determinante  der  rechten  Seiten,  dieselben 

betrachtet  als  linear  in  den  Grössen  ^,    ist    eine    nicht    verschwin- 

dende  Grrösse,  da  sie  aus  den  n  unabhängigen  Systemen  von  inte- 
grirenden Factoren  gebildet  ist,  so  dass  die  n  Gleichungen  nach  den 

Grössen  -tt-^  aufgelöst  werden  können  in  der  Form: 

c_^  _  M^        djip_^M^  dip  ^  ilf,, 

Der  Werth  von  M  ist 

d(ui,  «2,  •  .  .,  w„) 
und  der  von  il/^: 

iif  =  r_  ly  ^("^i'  •••'  'Pr-u^»  qpr+i^  •••>  y«) 

so  dass  alle  Grössen  M  von  derselben  Art,  nämlich  Jacobi'sche  Deter- 
minanten von  Systemen  von  n  Lösungen  der  ursprünglichen  DifFerential- 
gleichimgen  sind.  Eine  solche  Grösse  wie  31  oder  Mr  wird  nach 
Jacob i  ein  Multiplicator  genannt:  sie  ist  ihrer  Entstehung  nach 
eine  von  Null  verschiedene  Grösse. 

Nun    sind,    wofern    nicht    die   Hesse 'sehe  Determinante    von  ip, 
betrachtet   als  Function  von  cpy,  .  .  .,  <pn,  verschwindet,,  die   Grössen 

T^  von   einander  unabhängig,   so   dass   es  keine   identische  Relation 

zwischen  ihnen  mit  nur  constanten  Coefficienten  giebt.  Die  Folge 
dieser  Unabhängigkeit  der  Grössen  M  ist,  dass  es  zwischen  den  n  -\-  1 
Grössen  31  keinerlei  homogene  Relation  von  irgend  einem  Grade  mit 
constanten  Coefficienten  giebt. 

Wenn    wir    dann    annehmen,    dass    keine    der   Grössen    t^    eine 

'  C(p 

Constante  oder  Null  ist,  so  wird  jede  von  ihnen  eine  functionale  Ver 
bindung  der  Grössen  g?  und  daher  eine  Lösung  des  Gleichungssystems 
sein,  und  da  sie  der  Annahme  nach  von  einander  unabhängige  functionale 

Verbindungen  der  Grössen  (p  sind,  so  folgt,   dass  die  n  Grössen  -^ 

ein  vollständiges  System  von  Litegralen  analog  dem  Integralsystem 
g?!,  q).^,  .  .  .,  (p„  bilden. 
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Hieraus  können  wir  nun  einige  Folgerungen  ziehen: 

(Ä).  Wenn  ein  Multiplicator  M  der  Gfleichungen  (I) 
bekannt  ist,  so  ist  jeder  andere  Multiplicator  von  der  Form 
3f0,  wo  0  =  const.  eine  Lösung  der  Gleichungen  ist. 

Denn  jeder  andere  Multiplicator  ist  eine  Jacob i'sche  Determinante 
eines  Systemes  von  Lösungen;  der  Quotient  dieser  Jacob i'schen  Deter- 
minante durch  31  ist  die  Jacob  i'sche  Determinante  des  Systems  von 
Lösungen  in  Bezug  auf  (p^,  .  .  .,  (pa  und  daher  ist  sie,  weil  sie  eine 
Function  von  cp^,  (p^,  .  .  .,  (pn  ist,  eine  Lösung  der  Grieichungen. 

Hieraus  umgekehrt: 

(J.').  Wenn  zwei  unabhängige  Multiplicatoren  gefunden 
sind,  deren  Quotient  nicht  constant  ist,  so  ist  dieser  Quo- 
tient eine  Lösung  der  Grieichungen  (I)  oder  (E). 

Ferner: 

(h).  Wenn^^-l-l  Multiplicatoren  von  solcher  Beschaffen- 
heit gefunden  sind,  dass  zwischen  ihnen  keine  homogene 
Relation  von  irgend  welcher  Ordnung  esistirt,  so  bilden 
die  n  Quotienten  aus  irgend  welchen  n  von  ihnen  durch  den 
übrigbleibenden  ein  vollständiges  Integralsystem  der  Diffe- 
rentialgleichungen. 

Und,  wie  man  leicht  durch  ähnliche  Betrachtungen  beweisen  kann : 

(C).  Wenn  p  -\-  n  -f-  1  Multiplicatoren  gefunden  sind,  so 
bestehen  zwischen  ihnen  mindestens  p  identische  Relationen, 
deren  Coefficienten  constant  sind. 


§  25. 

.  Nun  können  wir  aus  e'inem  bekannten  von  Jacob i*)  herrührenden 
Determinantensatze  die  partiellen  Differentialgleichungen  ab- 
leiten, denen  diese  Multiplicatoren  genügen.  Der  Satz  lautet: 
Wenn  n-\-\  Functionen  (etwa  die  vorher  betrachteten  Functionen 
qoj,  .  .  .,  cpn  und  irgend  eine  andere  Function  q))  mit  n -{-  1  Veränder- 
lichen (z.  B.  «(j,  u^,  .  .  .;  i(,i  und  einer  andern  Veränderlichen  x)  vor- 
handen sind  und  wenn 

ist,  so  sind  die  Grössen  Ä  von  solcher  Beschaffenheit,  dass 


*)  Grelle,  Bd.  27  (1844),  S.  21.     Ges.  Werke  Bd.  4,  S.  323. 
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dx~^  du,   "^  f"  du„ 

ist. 

Diesen  Satz  können  wir  auf  die  in  Betraclitmig  stehenden  Func- 
tionen anwenden,  wenn  wir  x  mit  irgend  einer  der  Variablen 
x^,  x^,  ...,  x,n  identificiren.  A  wird  gegeben  durch  die  Grösse  M, 
und  für  x  =  Xt  ist'- 

WO  in  dem  Nenner  it,.  nicht  vorkommt.     Nach  (ü)  aber  ist 

n 

dcp "S^  TT    ^ 

daher: 

WO  !(/ in  der  Aufeinanderfolge  u^,  .  .  .,  Un  nicht  vorkommt;  somit: 

^      ^        V      ^      a(Mi,  «2,  . . .,  w„) 


'(9i,  92,  •  •  -,  y«) 


?7r. 


^(«1,    «2,     •    .    .,    M„) 

wobei  die  Reihe  u^,  ii^,  .  .  ■,  Un  jetzt  alle  Variablen  ?t  umfasst.     Daher 

und  somit  erhalten  wir,  wenn  wir  für  A,.  (r  =  \,  2,  .  .  .,  n)  und  für 
A  ihre  Werthe  substituiren,  die  Gleichung 

doCf^       du,        "*"        du.^  du^ 

Die  abhängige  Variable  M  in  dieser  Gleichung  ist  die  von  Null 
verschiedene  Jacob i'sche  Determinante  von  n  Lösungen  der  Glei- 
chungen (I)  oder  (n)  mit  Bezug  auf  n^,  .  .  .,  u„-^  es  wird  daher  die 
nämliche  Gleichung  auch  befriedigt,  wenn  man  der  Reihe  nach  in 
dieser  Jacobi'schen  Determinante  tjj  durch  g)^,  (p.2,  ■  ■  ■,  (fn.  ersetzt,  d.  h. 
die  andern  Multiplicatoren  M^,  .  .  .,  Mn  genügen  ebenfalls  der  Glei- 
chung. Nach  den  Sätzen  (B)  und  (C)  genügt  demnach  jeder  Multi- 
plicator  dieser  Gleichung,  und  daher  werden,  weil  die  Gleichung  gilt 
für  die  Werthe  t  =  1,  2,  .  .  .,  7n ,  die  Multiplicatoren  des 
Systems  (I)  oder  (11)  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 
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v„*  ==  1^  +  !(i^  +  !(*^  +  . . .  +  ^(t^)  =  0. 

Beispiel.  Aus  (III)  kann  man  sogleich  eine  Yerification  des 
Satzes  {A'^  im  vorigen  Paragraphen  ableiten.  Denn  wenn  ^  und  Q^q) 
zwei  Lösungen  von  (III)  sind,  so  ist 

Vt^  =  0 

und   somit  genügt  <p,   der  Quotient  zweier  Lösungen  von  (III),   der 
Gleichung 

für  die  Werthe  t  =  1,  2,  .  .  .,  m.     Daher  ist  tp  eine  Lösung  van  (11), 
dem  ursprünglichen  System  von  Differentialgleichungen. 

§  2Q>. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass,  anstatt  aus  einer  Reihe  von  gegebenen 
Integralgleichungen  der  betrachteten  Type  die  Differentialgleichungen 
abzuleiten,  verlangt  würde,  man  solle  das  einem  gegebenen  System 
von  unabhängigen  Differentialgleichungen  äquivalente  System  von 
Integralgleichungen  finden. 

Die  allgemeinste  Form  der  Differentialgleichungen  ist: 

n  m 

X,    ^r,s  dUs  +  ^     Yr,täXt  =  0 
s  =  l  t  —  l 

{r=l,  2,  ...,n), 
wo  die  Coefficienten  X  und   Y  Functionen  der  Veränderlichen  u  und 
X  sind.     Da  jede  lineare  Combination   dieser  Grleichungen   durch    die 
nämlichen  Integralgleichungen  befriedigt  wird,   wie   das  vorstehende 
System,  so  können  dieselben  ersetzt  werden  durch  das  System: 

m 
(I)  dUr  =  ^    Ur,tdXi, 

welches  man  durch  Auflösung  des  vorigen  Systems  nach  du^,  ...,dun 
erhält,  und  dieses  System  umfasst  n  Gleichungen  und  die  Coefficienten  TJ 
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sind  sämmtlicli  Functionen  von  x  und  u.  Es  wird  angenommen,  dass 
die  Grleickungen  in  dieser  Form  dargestellt  werden  können,  eine  An- 
nahme, welche  voraussetzt,  dass  die  Determinante  der  Coefficienten  X 
nicht  verschwindet,  nnd  welche  durch  die  weitere  Voraussetzung  ge- 
rechtfertigt ist,  dass  die  Gleichungen  des  Systems  von  einander  unab- 
hängig sind.  Die  Form  (I)  wollen  wir  als  die  kanonische  Form 
solcher  Gleichungssysteme  betrachten. 

Damit  ein  solches  Gleichungssystem  wie  (I)  durch  ein  System 
von  Integralgleichungen,  welche  ausreichen,  um  «?,,  u^^  .  .  .,  Un  als 
Functionen  der  unabhängigen  Variablen  x^,  x.^,  .  .  .,  x„t  zu  bestimmen, 
ersetzt  werden  könne,  müssen  gewisse  Bedingungen  erfüllt  sein. 
Anstatt  die  Coefficienten  JJ  als  aus  Ableitungen  der  (unbekannten) 
Functionen  (p  zusammengesetzt  zu  betrachten,  können  wir  annehmen, 
dass  die  u  ausdrückbar  seien  mittels  des  unbekannten  Integralsystems 
in  der  Form  espliciter  Functionen  der  Variablen  a?j,  iCg,  .  .  .,  x,n,  und 
wenn  sie  in  dieser  Weise  ausgedrückt  sind,  so  genügen  sie  den  noth- 
weudigen  und  hinreichenden  Bedingungen: 

welche  auf  jede  der  abhängigen  Variablen  für  alle  Combiuationen  von 
je  zwei  Indices  s  und  t  sich  beziehen. 
Aus  dem  System  (I)  haben  wir 

(1)  dr'^^'- 

für  jeden  der  Indices  ^  (==  1,2,...,  m)  und  jeden  der  Indices 
r(=l,  2,  .  .  .,  n),  und  wenn  wir  in  Ur,t  diejenigen  Variablen  «, 
welche  darin  etwa  vorkommen,  durch  ihre  Werthe  in  x^^,  x^,  >.  .  .,  Xm 

ersetzen,  so  ist  der  sich  ergebende  Werth  von  t. —  derselbe,  wie  der 

'  °  ^x^  ' 

in  der  obigen  Bedingung.     Bezeichnen  wir  diesen  Werth  mit 
so  wird  die  obige  Bedingung: 

dx. 


Die  Gesammtheit  dieser  Bedingungen,  welche  nothwendig  und 
hinreichend  sind  für  die  Integralgleichungen,  ist  sicher  nothwendig 
für  die  Differentialgleichungen  unter  der  gemachten  Voraussetzung; 
es  darf  jedoch  nicht  ohne  Beweis  angenommen  werden,  dass  sie  für 
die  Differentialgleichungen  auch  hinreichend  ist.     Nun  ist: 
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*  /J  =  1  J' 

wo  die  Grössen  auf  der  recliten  Seite  genau  von  der  Form  sind,  wie 
sie  in  (I)  vorkommen.  Analoges  hat  man  für  die  andere  Seite  der 
Bedingungsgleicliung,  welche  denmach  übergeht  in: 

oder  was  dasselbe  ist: 

*  '  ^=1  p  p 

Diese  Gleichung  muss  erfüllt  sein: 

1)  für  jeden  der  Werthe  1,  2,  .  .  .,  n  von  r, 

2)  für  jede  der  ~  m  {in  —  1)  Combinationen  je  zweier  Indices 
s  und  t  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  m^ 

somit  ist  die  Gesammtzahl  der  durch  (2)  dargestellten  Be- 
dingungen gleich 

—  nm(^m  —  1) 

und  diese  Bedingungen  sind  unabhängig  von  einander. 


§  27. 

Es  bleibt  nun  zu  beweisen,  dass  diese  nothwendigen  Bedingungen 
auch  hinreichend  dafür  sind,  dass  das  Integraläquivalent  der  n  Diffe- 
rentialgleichungen (I)  aus  einem  System  von  n  von  einander  unab- 
hängigen Integralgleichungen  besteht.  Hierzu  bedienen  wir  uns  eines 
inductiveu  Verfahrens.  Das  gegebene  System  (I)  mit  n  abhängigen 
und  m  unabhängigen  Variablen  wird  durch  Veränderung  dieser  Va- 
riablen in  ein  anderes  ähnliches  System  mit  n  abhängigen  und  m  —  1 
unabhängigen  Variablen  transformirt  und  es  wird  gezeigt,   dass  von 

den  —  nm{in  —  1)    nothwendigen   Bedingungen    des    ursprünglichen 

Systems  —  n  (m  ■ —  1)  (m  ■ —  2)    Bedingungen    von    der    nothwendigen 

entsprechenden  Form  für  das  transformirte  System  übrig  bleiben. 
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Um  die  Transformationen  zu  erlialten^  nehmen  wir  zunächst  an^ 
dass  sich  die  sämmtlichen  Yeränderlichen  x^^  .  .  .,  Xm  nicht  ändern. 
Die  Gleichungen  (I)  nehmen  die  Form  an: 

n  von  einander  unabhängige  Integrale  dieser  ii  Gleichungen  seien 
1^  =  const.,     I2  =  const.^  .  .  .,     |«  =  const., 

wo  li,  I27  ■  •  •}  ^'i  Functionen  von  ii^,  u.2,  .  .  ■,  Uh,  x-^  und  constanter 
Grössen,  welche  in  Ui^x,  Ü2,i,  ■  ■  -,  ü,i,i  vorkommen  können,  d.  h.  von 
x^,  .  .  ■,  Xm  sind.    Diese  Functionen  |  genügen  sämmtlich  der  Gleichung: 

^  r  =  l  ^ 

Nachdem  wir  auf  solche  Weise  diese  n  unabhängigen  Functionen 
I  erhalten  haben,  benutzen  wir  sie  zur  Bildung  von  Transformations- 
gleichungen in  der  Form 

.WO  Vj,  ^2?  •  •  •  j  ^ra  (iii  Bezug  auf  Xi  constant,  aber)  Functionen  von 
X2f  .  ■  ■,  Xm  sind,  die  jetzt  bestimmt  werden  sollen.  Nimmt  man  irgend 
eine  der  Gleichungen,  etwa 

so  ist: 


=  1  ^  s  =  l 


m. 

wenn  man  für  die  Grössen  du  aus  den  Gleichungen  (I)  ihre  Werthe 
substituirt.  Der  Coefficient  des  Elementes  dx-^^  auf  der  rechten  Seite 
verschwindet  aber  infolge  der  partiellen  Differentialgleichung,  welcher 
I  genügt,  so  dass  die  Annahme,  dass  dv  unabhängig  von  dx-^^  ist, 
hierdurch  gerechtfertigt  ist.     Setzen  wir 

(4)  g  +  ^'.- 1:  +  Pv  a"^  +  •  •  •  +  TJ.,.  a'J  =  y^., 

SO  wird 

m 

(I')  dVr=^    Vr,sdXs 

s  =  2 

für  r  ==  1,  2,  .  .  .,  w. 

Forsyth,  Theorie  der  Differentialgleichungen.  4 


50  2.  Kapitel.  [§  28] 

§  28. 

Di      . 

es  ist  das  angedeutete  transformirte  System.    Wir  wollen  nun 

die  Coefficienten  Vr,s  betrachten.    Aus  den  n  unabhängigen  Gleichungen 

können  wir  die  Werthe  von  u^,  u^,  .  .  ■ ,  Un  als  Functionen  von 
^i;  ^2;  •  •  •;  ^m?  ^17  oc,^,  .  .  .,  Xjn  finden ^  und  wenn  diese  Werthe  für 
die  u  in  Vr,s,  überall  wo  sie  vorkommen^  substituirt  werden,  so 
wird  letzteres  in  eine  Function  von  v^,  v^,  .  .  .,  Vn,  x^,  x^-,  •  •  •,  Xm  ver- 
wandelt. Bezeichnet  man  diesen  transformirten  Werth  von  Vr,s  mit 
Vr,s,  SO  ist  Fr, s  explicit  unabhängig  von  x^,  ein  Resultat,  infolge 
dessen  das  System  (I')  dann  nur  m  —  \  unabhängige  Variablen  enthält. 
Der  soeben  ausgesprochene  Satz  kann  folgendermassen  bewiesen 
werden.  Es  bezeichne  ®'  irgend  eine  Function  von  ti^,  u^,  .  .  .,  Un, 
Xjj  .  .  .,  Xm  und  0  dieselbe  Function,  wenn  man  darin  für  w^,  Wg;  •  •  •;  ^n 
ihre  Werthe  m.  v^,  v.^,  .  .  .,  Vn,  x^,  .  .  .,  Xm  substituirt  hat;  es  enthält 
dann  also  ®  die  Variablen  x^^,  x^,  .  .  ,,  Xm  und  v^{=  Ij),  V2(==  |_,),  .  .  ., 
'Vn{=  !«)•     Es  ist: 

dxj^         dxi       -^   d^^dx^ 
und 

für  ^  =  1,  2,  .  .  .,  w;  daher: 

a©'      V  TT    ^_1®  _u  Vl^   — "4- V  rr    ^ 

dx,   ~^^    ^^^'^  du^  ~  dx,  '^  ^  di\dx^  ~^  Zj    ^^'1  du 

'  p  =  \  P     '  '■  r=l  '     ^  p=-l  ^ 

Infolge  der  Differentialgleichung  (3),  welcher  alle  Functionen  | 
genügen,  ist  der  Coefficient  jedes  Ausdrucks  -^  auf  der  rechten  Seite 
gleich  Null,  daher 

o@__d&^  _l_^  TT      ^ 
dx,  ~"  dx,  ~^ Zj    ^^'^  aw  ' 

und  diese  Gleichung  drückt  den  Werth  von  ^,  soweit  x-^  explicit  in 

der  transformirten  Function  @  vorkommt,  durch  die  Ableitungen  der 
untransformirten  Function  @'  aus. 

Wendet  man  dieses  allgemeine  Resultat  auf  die  Coefficienten  in 
(!')  an,  so  erhält  man: 
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aF_      dv:,   .   >^  _    dv; 


^+2'^.. 


Substituirt  man  aus  (4)  den  Wertli 

dx    ^  ^        2,^  g^,. 


5  =  1 


für   F/,s,  so  folgt: 


r.s 


+2  ^-'^ 


+  j6  ^  1  ^^    +2;   ^-'  Ih^f 
Infolge  der  Differentialgleicliung  (3)  aber  ist: 

diiferentiirt  man  dies  nacb  dem  explicit  vorkommenden  Xs,  so  hat  man: 

g^t     ,   V  rr      ^'^--    _  _  V  ^_^  ü^ 

ax-^aa;,  "*~^    ^^^'^  aa;  aw„  -^     aa^,    du 

_  _  y  ^1  ^ 

.^    dx^    du^^ 

3  =  1  *  ^ 

wodurcli   die   erste  Zeile   des  Ausdrucks  für    -.    '     transformi'rt  wird. 

aa;^ 

Analog  erbält  man^   wenn  man  die  Gleichung  in  Bezug  auf  das 

explicite  Auftreten  von  iiq  differentiirt : 

dudx,~^j^    ^P'^dudu  ^     du      du^ 

und  daher: 


du^    du^ 


g  =  l  \         i        ^  p  =  l  1        PJ  3  =  1  p  =  l 

=  -22  uj^^^^'' 


=  13  =  X  ^^     ^%' 

4* 
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wodurcli  die  zweite  Zeile  des  Ausdruckes  für  ^  '  transformirt  wird. 
Demnach  erhält  man  nach  der  Substitution: 

da  der  Coefficient  eines  jeden  der  Ausdrücke  ^  {<i  =  \,  2,  .  .  .,  ii) 

infolge  der  Bedingungen  (2)  Tersch windet.  Demnach  ist  Vr,s  explicit 
unabhängig  von  x^  und  somit  ist  das  Gleichungssystem  (I)  transformirt 
in  das  System 

m 
(!')  dVr  =  ^   Vr,s  dXs  , 

in  welchem  rr^  nicht  mehr  explicit  vorkommt. 


§  29. 

Von  den  Bedingungen  (2)  sind  eine  gewisse  Anzahl  gebraucht 
worden,  um  diese  Elimination  auszuführen,  nämlich  diejenigen  Grlei- 
chungen  von  (2),  welche  gelten 

1)  für  jeden  der  Werthe  1,  2,  .  .  .,  n  von  r,  gleichzeitig  mit 

2)  sämmtlichen  m  —  1  Combinationen  von  s  mit  1. 

Demnach    sind  n(^m  —  1)  Bedingungen  benutzt  worden;    es    bleiben 

somit  —  nm  {m  —  1)  —  if^m  —  1)  =  --n{m- —  l){m- —  2)  Bedingungen 

übrig,  welche  noch  nicht  benutzt  sind.    Es  sind  dies  diejenigen  Glei- 
chungen (2),  welche  gelten 

1)  für  jeden  der  Werthe  1,  2,  .  .  .,  n  von  r,  gleichzeitig  mit 

2)  jeder  der  ~-  (m  —  l)(m  —  2)   Combinationen  von  s  und  t 
aus  der  Reihe  der  Zahlen  2,  3,  .  .  .,  m. 

Diese  übrig  bleibenden  Bedingungen  können  transformirt  werden. 

Es  ist: 

'  2=1  1 

und  somit : 
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6         5  5  =  1  a        '  2        * 


ra  ra 


+  -S^^^''^^'^ 


2=1 ^=1  P        ü 


^^  aw  1  dx,  ^ ^   a^    ^^'^ 


Da  nun 

ist,  so  erhalten  wir: 


3  =  1 


^  Sir 

dx. 


X,  dx^^^   du     ^5,^-          ''P,s 

*  s           5  =  1            5 

wegen  (4),  ein  Resultat,  welches  auch  aus  (!')  hätte  gefolgert  werden 
können.     Demnach : 

»            ^  =  2                       i'  «        r            5  =  1                           9         '                               2        » 


+  ^2c^5,^cr^,. 


Su„du^    ' 

q=l p=l  P         1 

Vertauscht  man  s  und  ^  und  subtrahirt  man  die  entsprechenden 
Seiten  der  beiden  Gleichungen  von  einander,  so  findet  man: 

eine  Gleichung,  deren  Co  Varianten- Charakter  bemerkenswerth  ist. 


54  2.  Kapitel.  [§  30] 

Da  die  Coefficienten  der  Ausdrücke  k— ^  auf  der  recliten  Seite 
sämmtlicli  verschwindeu^  so  folgt: 

eine  Grleicliung,  welche  gilt 

1)  für  jeden  der  Werthe  1,  2,  .  .  .,  n  von  r, 

2)  für  jede  der  —  (m  —  1)  (w  —  2)  Combinationen  von  je  zwei 
Indices  s  und  t  aus  der  Reihe  2,  3,  .  .  .,  m. 

Denmacli  umfasst  (2')  im  Granzen 

—  n{m  —  1)  (m  —  2) 

Combinationen.  Da  ferner  die  Grössen  i,r  als  Functionen  von  «, ,  . . .,  tin 
von  einander  unabhängig  sind,  also  ihre  Jacobi'sche  Determinante 
nicht  verschwindet,    so    folgt    aus    den   Grleichungen  (2')   umgekehrt, 

dass  sämmtliche  Coefficienten  der  Grössen  ^  in  den  vorhergehenden 

dUg  ö 

Gleichungen  verschwinden.     Es  ergiebt  sich  somit,  dass  die    " 

—  n(m  —  1) (fn  ■ —  2) 

Bedingungen  (2')  den  —  n{fn  —  l)(m  —  2)  Bedingungen,  welche  nach 

der  Transformation  (1')  noch  übrig  bleiben,  äquivalent  sind  und  sich 
ebenso  weit  erstrecken  wie  diese.  Demnach  können  diese  neuen  Be- 
dingungen (1')  an  die  Stelle  der  alten  gesetzt  werden. 

§  30. 

Die  neuen  Bedingungen  (2')  stehen  in  derselben  Beziehung  zu 
den  neuen  Gleichungen  (I'),  wie  die  ursprünglichen  Bedingungen  (2) 
zu  den  ursprünglichen  Gleichungen  (I).  Wenn  demnach  das  System 
der  Gleichungen  (!')  mit  n  abhängigen  und  in  —  1  unabhängigen 
Variablen  infolge  der  Bedingungen  (2')  ein  Integral -Aequivalent  in 
der  Form  eines  Systems  von  n  Integralgleichungen  besitzt,  so  folgt, 
dass  das  System  der  Gleichimgen  (I)  mit  n  abhängigen  und  m  unab- 
hängigen Variablen  infolge  der  Bedingungen  (2)  ein  Integral -Aequi- 
valent in  der  Form  eines  Systems  von  n  Integralgleichimgeu  besitzt. 

Nun  sind  für  eine  einzige  unabhängige  Variable  die  Bedingungen 
erfüllt    und   man   weiss,   dass    das    äquivalente  Integral    alsdann    aus 
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n  Grleiclimigen  besteht.  Somit  erlialten  wir  durcli  Induction  den 
folgenden  Satz : 

Damit   ein  System  von  n  simultanen  linearen  Differen- 
tialgleichungen 

m 

dUr  =  ^     TJr,  t  äXt  , 
t=l 

worin  r  =  1,  2,  .  .  .,  n  ist  und  die  Coefficienten  ür,t  Func- 
tionen sämmtliclier  Variablen  x  und  ti  sind,  ein  Integral- 
äquivalent in  der  Form  eines  Systems  von  n  Integral- 
gleicbungen  besitzen  könne,  ist  notbwendig,  dass  die 
Bedingungen 


-i-Zj  V^^'^    du„  ^^'^    du) 


befriedigt  sein  müssen    1)  für  jeden   der  Werthe   1,  2,  ...,  n 

von  r  und  2)  für  jede   der  -—mim — 1)  möglieben   Combina- 

tionen  der  Indices  s  und  t  aus  der  Reibe  1,2,..  .,  w;  und 
das  identische  Erfülltsein  dieser  Bedingungen  ist  hinrei- 
chend dafür,  dass  ein  Integraläquivalent  von  der  angegebe- 
nen Form  wirklich  existirt*). 

§  31. 

Die  folgende  Methode**),  die  nothwendigen  Bedingungen,  welche 
wir  (nach  dem  soeben  Bewiesenen)  auch  als  hinreichend  annehmen 
dürfen,  darzustellen,  bezieht  sich  auf  die  nicht  vereinfachte  oder  un- 
kanonische Form  der  Grleichungen.  Die  Grleichungen  mögen  ^  n  Ver- 
änderliche enthalten  imd  ihre  Anzahl  möge  li  sein,  wo  Ti  nicht  grösser 
ist  als  n.     Die  Gleichungen  selbst  seien: 

Xi^idx^  +  •  •  •  +  Xi,„  dxn  =  0 


Sind  dann  die  Coefficienten  X  derart,  dass  nur  m  von  diesen  Glei- 
chungen unabhängig  sind,  so  sind  sämmtliche  k  —  m  übrig  bleibenden 
Gleichungen  lineare  Combinationen  dieser  m  Gleichungen,  für  welche 


*)  Dieses  Resultat  scheint  zuerst  von  Deahna  angegeben  zu  sein,  Crelle's 
Journ.  Bd.  20  (1840),  S.  340—349. 

**)  Frobenius,  Crelle's  Journ.  Bd.  82  (1877),  S.  276  u.  ff. 
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[§  31] 


wir  die  m  ersten  Gleicliungen  nelimen  köimeu.  Wir  wollen  die  noth- 
weudigen  (und  hinreichenden)  Bedingungen  dafür  aufstellen,  dass  die 
m  Grleichungen  ein  exactes  System  bilden  und  daher  m  von  einander 
unabhängige  Integrale  besitzen. 

Ist  eins  dieser  angenommenen  Integrale  f  =  const.,   so  muss  die 
Differentialrelation 


dx,  ^^1  + 


+  U  ^^''  =  ^ 


eine  lineare  Combination  der  m  vorstehend  angenommenen  unab- 
hängigen Grleichungen  sein  und  daher  müssen  alle  Determinanten 
m  -\-  1^'^'^  Ordnung  des  Systems 


dx„ 


verschwinden.     Somit  genügen  alle   Systeme   der  Grrössen  1,    welche 
den  Grleichungen 

(für  ^  =  1,  .  .  .,  m)  genügen,  auch  der  Grleichung: 


m) 


;!  +  •••  + 


dx„ 


;«  =  0, 


die  somit  eine  Differentialgleichung  für  das  Integral  f  ist.  Und  da 
jede  der  urspünglichen  Gleichungen  dargestellt  werden  kann  als  eine 
lineare  Combination  der  m  unabhängigen  Gleichungen,  so  können  wir 
als  Werthe  für  ^  statt  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  m  die  Reihe  1,  2,  .  .  .,  Je 
nehmen. 

Da  m  von  den  die  n  Grössen  |  vorbindenden  Systemen  von  ein- 
ander unabhängig  sind,  so  giebt  es  n  —  m  wesentlich  verschiedene 
Systeme  *)  von  Lösungen  und  daher  n  —  m  verschiedene  Differential- 


*)  Wenn   P;{  ^,  .  .  .,  P;^  ()l  =  1,  .  .  .,  n  —  m)  n  —  m  neue  Grössensysteme 
von  solclier  Beschaffenheit  sind,  dass  die  Determinante 


A  = 


■    ■'        m,n 

P 

•   ■ '       n — m,  n 
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gleicliimgen  von  der  Form  ^(/)  =  0.  Da  m  Functionen  /"und  n  —  m 
lineare  Diiferentialgieicliimgen  in  den  n  Variablen  vorlianden  sind,  so 
ist  dieses  System  partieller  Differentialgieicliimgen  vollständig,  und 
die  Bedingungen  für  dieses  YoUständigsein  sind  die  Bedingungen  für 
das  Vollständigsein  der  unabhängigen  Gleichungen  des  ursprünglichen 
Systems. 

Es  seien  u^,  .  .  .,  Un]  v^,  .  .  .,  Vn  irgend  zwei  Lösungssysteme  der 
Grössen  |  und 

uif)  =  o,     r{f)  =  o 

seien  die  entsprechenden  Differentialgleichungen.  Dann  sind  die 
erforderlichen  Bedingungen  die,  dass  für  jedes  mögliche  Paar  die 
Gleichungen 

u{v(f)}  =  v{u(n} 

entweder  identisch  oder  infolge  der  n  —  m  Differentialgleichungen 
^(/•)  =  0  erfüllt  sind.     Nun  ist: 

m  nn )  -  n  u(f) )  =2"  »<  A  ( 2 "'  ä 

n  /"      n 


J=l       J  i=l  *  ' 

und  dieses  muss  verschwinden.  Da  das  System  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen vollständig  und  jede  Gleichung  des  Systems  linear 
und  homogen  in  den  partiellen  Differentialcoefficienten  ist,  so  folgt, 
dass  es  irgend  eine  Lösung  der  die  Grössen  ^  bestimmenden  Glei- 
chungen von  solcher  Beschaffenheit  geben  muss,  dass 

ist  für  j  =1,  .  .  .,  «;  und  die  Gleichungen,  welche  sich  aus  dieser 
Bedingung  für  alle  Werthe  von  j  und  für  alle  möglichen  Paare  von 
verschiedenen  Lösungssystemen  ergeben,  sind  hinreichend  dafür,  dass 


nicht  verschwindet,  dann  ist  ein  System  von  Lösungen  gegeben  durch 

und  die  n  —  m  allen  möglichen  "Werthen  von  X  entsprechenden  Systeme  sind 
verschieden. 
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das  System  vollständig  ist.     Nun   liaben  wir  nach  der  Definition  der 
Grössen  Wj  für  alle  Wertlie  von  ^  die  Relation: 

n 

und  daher  für  alle  Wertlie  1,  .  .  .,  h  von  ^i  die  Relationen: 

n  n  n  n 

/=1      i=l  «  2  =  1      j=\  » 

WO   allerdings   die   Grleichungen    für    ^  =  m  -\-  1 ,  m  -\-  2 ^  .  .  .,  k   in 
diesem  System  überflüssig  sind.     Aber  auch 


daher : 


und  analog: 


/",^ 


J  =  l  ^  J  =  l  « 

Demnach  sind  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
in  dem  Gleichungssysteme  enthalten 

n  n  n  n 

2  2  ^^-^^^  -j^=22  **^-^^-  -J0 

und  schliesslich  in  dem  folgenden: 


wo  ft  die  Wertlie  1,  2,  .  .  .,  /^  besitzt  (einige  dieser  Gleichungen  sind 
überflüssig,  weil  von  einander  nicht  unabhängig)  und  für  u  und  v 
sämmtliche  Paare  von  verschiedenen  Lösungen  der  Gleichungen 

für  die  Werthe  1,  2,  .  .  .,  Je  von  (i  zu  nehmen  sind. 

Beispiel.  Als  Erläuterung  zu  diesen  Resultaten  (in  Bezug  auf 
weitere  Einzelheiten  über  dieselben  vergleiche  man  die  erwähnte  Ab- 
handlung von  Frobenius)  betrachten  wir  das  Gleichungssystem: 

ai,idxi  +  ai^^dx^  -[-•■•  +  ai^ndXn  =  0 
(i  =  1,  ...,  fi), 
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so  dass  also  das  h  der  vorliergeliendeii  Untersucliung  hier  gleich  n 
ist.  Wir  nehmen  au,  dass  die  Grössen  aij  aus  n  Functionen  Pj,  . ..,  P„ 
mittels  der  Gleichungen 


«/./  = 


dxj        dx. 


abgeleitet   seien,   und  ferner,  wie  oben,   dass  die  Unterdeterminanten 
von  der  Ordnung  m  (<  w)  der  Determinante 


«1,1; 


«1,« 


nicht  sämmtlich  verschwinden,   dagegen  alle  Unterdeterminanten  von 
höherer  Ordnung  als  m  verschwinden. 

Dafür,  dass  dieses  System  von  m  unabhängigen  Gleichungen  voll- 
ständig sei,  sind  die  noth wendigen  und  hinreichenden  Bedingungen, 
dass  die  Gleichungen 


erfüllt  sind  für  alle  Werthe  ^  =  1,  .  .  .,  n  und  für  alle  Systeme  von 
Grössen,  welche  den  Gleichungen  (von  denen  m  imabhängig  sind) 


r  =  X 


gemäss  bestimmt  sind.     Da 


~^J+^    ^^,JSX 


'  =0. 


so  haben  wir 

n       ^  n 

und  daher,   wenn  wir  mit  tii  multipliciren,   dann   summiren  und  uns 
erinnern,  dass  für  jeden  Werth  von  j 


sn  da. 

^  ~dx 


2j  ^'•^■"' 


0 


ist: 


oder,  da 


n  n 


i  =  l    j  =  l  /' 
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8  a-  ■         d  a.  „         d  a„  . 
ox       '     dx.;     '      dx. 

ist,  so  sind  die  oben  als  nothwendig  erwiesenen  Bedingungen  sämmt- 
licli  erfülltj  und  somit  ist  das  System  ein  vollständiges  System. 

§  32. 

Die  Integration  der  Gleichungen  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Bedingungen  erfüllt  sind,  kann  auf  die  vorausgehende  Unter- 
suchung (§§  27 — 30)  gegründet  werden.  Eine  Methode  folgt  derselben 
direct  und  ist  daher  eine  Verallgemeinerung  von  Euler's  Methode; 
eine  andere  Methode  kommt  nach  Einführung  einer  Modification  auf 
Natani's  Methode  hinaus. 

Bei  der  ersten  Methode  nehmen  wir  zunächst  alle  Veränderlichen 
ausser  x^  als  constant  an  und  integriren  die  Gleichungen 

dur  =  TJr,xdxi         (r  =  1,  2,  .  .  .,  n) 
in  der  Form: 

I;-  =  COnst.  =  Vrix^,    .  .  .,    Xrr), 

WO  Vr  eine  unbekannte  Function  ist.  Werden  diese  Werthe  "  von  | 
substituirt,  so  werden  die  Gleichungen  von  der  Form 

m 
dVr  =  ^    Vr,tdXt, 

wo  Vr^t  nicht  ^^  enthält.  Die  analoge  Transformation  wird  auf  das 
neue  System  angewandt,  um  die  Anzahl  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen um  eine  Einheit  zu  verringern,  und  so  fort,  bis  das  Integral 
erhalten  wird. 

Beispiel  1.     Zu  integriren  seien  die  Gleichungen: 

{y  —  u)du  =  (1  —  uy)dx  +  (1  —  ux)dy 
(v  —  u)dv  =^  (yy  —  1)  dx  -\-  (yx  ■ —  l)dy . 

Die  beiden  uothwendigen  Bedingungen  sind  erfüllt.  Verfährt  man  wie 
angegeben,   so  hat  man  zwei  unabhängige  Integrale  der  Gleichungen 

(y  — •  u)du  =  (1  —  uy)dx 

(y  —  u)dv  =  (yy  —  l)dx 

unter  der  Voraussetzung,  dass  y  constant  ist,  zu  suchen.  Wir  finden 
dieselben  in 

II  -\-  V  ==  xy  -{-  0' 

UV  =  x  -\-  (p  , 
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wo   nun  Q  und  (p,   die  Integrationsconstanten,  zu  Functionen  von  y 
gemaclit  werden.     Alsdann  ist: 

dd-  =  du  -\-  dv  —  ydx  —  xdy 
=  0, 
wenn  man  für  du  und  dv  ihre  Wertlie  aus  den  ursprünglichen  Glei- 
chungen einsetzt;  und 

d(p  =  udv  -\-  vdu  —  dx 
=  dy, 
nach  der  nämlichen  Substitution.     Daher 

&  =  a 

wo  a  und  ß  Constanten  sind.     Somit  ist  das  dem  gegebenen  System 
von  Differentialgleichungen  äquivalente  Integralsystem: 

u  -j-  V  —  xy  =  a 

UV  —  X  —  y  =  ß. 
Offenbar  ist  jede  Function  von   u  -\-  v  —  xy   und   tiv  —  x  —  y    eine 
Lösung    der    gegebenen    Gleichungen,  d.  h.    ihre    Variation    ist   Null 
infolere  der  Differentialffleichuno-en. 
Beispiel  2.     Das  System 

dx        ,         dy        ,         dz 
ux  —  1  ^^  uy  —  1  ~'    US  —  1 

dx      j^       dy      j^       dz 
vx  —  l"*"  vy  —  l"""  vz  —  1 
dx        .         dy        ^^       dz 
{wx  —  1)(««2/  —  '^)iwz  —  1)        wx  —  1  "■"  %oy  —  1~^  wz  —  1 

wird  in  älnilicher  Weise  gelöst  und  zwar  findet  man:  ' 


{u 

—  v)(u  —  w)du 

{ux  — 
{V 

V){uy  —  l){uz  — 
—  u){v  —  iv)dv 

■1) 

{vx  — 

l){vy  —  \){vz  — 
—  u){w  —  v)dw 

1) 

const.  =  uvw  —  X  —  y  —  ^ 

const.  =  UV  -{-  viv  -\-  lüu  —  xy  —  yz  —  sx 

const.  =  u  -\-  V  -\-  lü  —  xyz . 

§  33. 

Die  andere  Methode  ist  die  von  Natani  gegebene*).  Dieselbe 
ist  die  natürliche  Verallgemeinerung  seiner  auf  den  Fall  einer  ein- 
zigen Gleichung  bezüglichen  Methode  und  steht  mit  der  Verallge- 
meinerung  der  Euler'schen  Methode  in   demselben  Zusammenhange, 


*)  Crelle's  J.  Bd.  58,  S.  803. 
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wie  seine  früliere  Methode  mit  der  Euler'sehen  Methode  (vgl.  Bei- 
spiel 2,  §  19)  und  kann  in  ähnlicher  Weise  dargestellt  werden. 

Beispiel.      Das    allgemeine    Verfahren    wird    genügend    deutlich 
werden,  wenn  wir  ein  System  von  Grleichungen 

Idu  =  Udx  -f-  U'dy  -\-  U"  ds 
dv  =  Vdx  +  Vdy  -\-  V'ds 
diu  =  Wdx  -\-W'dy-\-  W"  dB , 

das  wir  als  integrabel  voraussetzen,    betrachten.     Wir    geben    nach- 
stehend nur  Natani's  Methode;  die  Möglichkeit  ihrer  Anwendung  bei 
jedem    aufeinanderfolgenden    Schritte    ist    implicite    in    der    früheren 
Untersuchung  begründet. 
Die  Integrale  von 

du  ==  Udx ,     dv  =  Vdx ,     dw  =  Wdx 
unter  der  Voraussetzung,  dass  y  und  z  constant  sind,  sind  von  der  Form 

I(p{Uy  V,  w,  x,  y,  s)  =  const.  ==  Q(y,  z) 
tp{u,  V,  IV,  X,  y,  z)  =  const.  =  <?(?/,  z) 
l{u,  V,  w,  X,  y,  z)  =  const.  =^  r (z/,  z), 

wo  die  Functionen  q,  6,  x  aus  dieser  ersten  Integration  zwar  nicht 
ableitbar,  die  Formen  cp,  tp,  %  jedoch  bekannt  sind.  Wenn  jedoch  die 
Werthe  von  q,  6,  x  bekannt  sind,  so  bilden  die  vorstehenden  Glei- 
chungen das  äquivalente  Integral  zu  dem  gegebenen  System  von 
Differentialgleichungen. 

Da  die  drei  Functionen  auf  der  rechten  Seite  nicht  x  enthalten, 
so   werden  ihr  Werth  und  ihre  Form   nicht  geändert,  wenn  man  x 
irgend    einen   besonderen  Werth,  z.  B.    den   Werth  0   beilegt.     Sind 
*'i?  '^1?  *^i  *^i®  entsprechenden  Werthe  von  ^<,  v,  w,  so  hat  man: 
\(p{ii,  V,  IV,  X,  y,  z)  ^  (p(u„  v„  tu,,  0,  y,  z) 
(a")  U'(^^,  v,  iv,  x,  y,  z)  =  ti^'i,  v^,  w^,  0,  y,  z) 
\%{ii,  V,  tu,  X,  y,  z)  =  liii^,  V,,  lu^,  0,  y,  z), 
und  die  Gleichungen,  welche  u^,  v^,  w^  bestimmen,  sind 

dUy  =  U^dy  -\-  üj"dz 
(6)    dv.^  r^'dy  +  V,"dz 
dtVy  =  Wydy  +  Wy"dz , 

wo  die  Coefficienten  diejenigen  Werthe  der  ursprünglichen  Coefficienten 
sind,  welche  man  erhält,  weim  man  u  =  Uj^,  v  =  v^,  tv  =  w^,  x  =  0 
substituirt. 
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Die  Integrale  von 

du^  =  Ui'dy,       dv^  =  V^'dy,       dw^  =  W^dy 
unter  der  Voraussetzung,  dass  z  constant  ist,  seien: 

^Mi,  Vi,  w„  y,  z)  =  const.  =  X{z) 
(h')  N(^i?  ^17  ^i;  Vj  ^)  =  const.  =  {i(/) 

^(wj,  ■y^.  w-^,  y,  z)  =  const.  =  v{z), 
wo  die  Functionen  l,  ^,v  durch  diese  Integration  zwar  nicht  erhalten 
werden,  die  Formen  von  ^,  i^,  t,  aber  bekannt  sind.  Da  diese  drei 
Functionen  nicht  y  enthalten,  so  bleiben  sie  ungeändert,  wenn  mau 
y  irgend  einen  speciellen  Werth,  etwa  den  Werth  0,  beilegt.  Sind 
Mg,  v.^,  W.2  die  entsprechenden  Werthe  von  w^,  v^,  Wy,  so  hat  man: 

||(mi,  v^,  u\,  y,  z)  =  1(^2,  ^2,  iv.,,  0,  z) 
{h")  U(wi,  V,,  tVy,  y,  z)  =  riiii^,  v^,  tv.^,  0,  z) 

U(mi,  v^,  ti\,  y,  z)  =  t(Ui,  ^2,  w^,  0,  £;), 
und  die  Grleichungen,  welche  ii^,  v.^,  iv^  bestimmen,  sind: 
(c)  du<2  ==  TJ^'  dz  y     dv^  =  V^'dz ,     dtv^  =  W^'  dz, 

wo  die  Coefficienten  .die  Werthe  von  TJ^',  f\",  W^'  sind,  welche  man 
erhält,  wenn  man  v^  =  u^,  i\  =  v^,  u\  =  w^,  y  =  0   setzt,   d.  h.  die 
Werthe  der  ursprünglichen  Coefficienten  ü",  V",  W,  welche  sich  aus 
der  Substitution  ^^  =  M2,  v  =  V2,  w^iv.,,  x  =  0,  y  =  0  ergeben. 
Die  Integrale  von  (c)  sind  von  der  Form: 

«(^2,  v^,  lü^,  z)  =  a 
/5(%,  ^2,  w^,  z)  =  ß 
y{u^,  v.„  «t'2,  z)  =  y, 
wo  die  Grössen  rechts  Constanten  sind.     Aus  diesen  Gleichungen  be- 
stimmen wir  «2?  ^2?  ^^'2  ^Is  Functionen  von  z.     Werden   diese   dann 
in  (5")  substituirt,  so  erhalten  wir  durch  Yergleichung  mit  (&')  die 
Werthe  von  l{z),  ^(z),  v(z). 

Wir  benutzen  nunmehr  (b')  zur  Bestimmung  von  Mj,  v^,  iv-y^  als 
Functionen  von  y  und  z.  Werden  dann,  diese  Werthe  in  («")  sub- 
stituirt, so  erhalten  wir  durch  Yergleichung  mit  (et)  die  Werthe  von 
q{i},  z)y  6{yj  z),  t{y,  z).  Alsdann  stellen  die  Gleichungen  (a') 
das  zum  System  (a)  gehörige  Integralsystem  dar. 

Wenden  wir  dieses  auf  die  Integration  des  speciellen  Beispiels  1 
in  §  32  an,  so  giebt  die  erste  Integration: 

u  -{-V  —  xy=  Function  von  y  =  i'i-\-  i\ 
UV — ■  X   =■  Function  von  y  =  Uj.v^, 
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wenn  man  x  =  0  setzt;  und  v^  und  u^  werden  bestimmt  durcli 

(v^  ■ —  Vj)  du^  =       dy 

(^1  —  Mj)  dv^  =  —  dy , 
somit : 

u^  -\-  v-^  =  a 

ihV-,  —  y  =  ß. 
Hieraus : 

u  -\-  V  ■ —  xy  =^  a 

UV  ■ —  X  =  y  -\-  ß, 
welches  dieselbe  Lösung  ist,  wie  frülier. 

Aufgabe  1.     Man  integrire  das  System  von  Gleichungen: 

dt  Ou-t    "i       ^2   '  I "  7  1  2  7 

^tA/j    "        "-gy  \^l  ^/  \     1  2/  \     1  '  t*  I 

"^  ^  {a  —  x.^){a  —  x^)       ^    '       ^  {a  —  x{){a  —  x^)       ^ 

(Maximowitcb). 

Aufgabe  2.     Man  integrire   das    simultane   System  totaler  Diffe- 
rentialgleichungen ' 

ds,-^  =  T~      — ry-      — T  [^1  (     2Xi-\-  X2-{-  x^J  dx^  +  ^2  (^3      ^2)  ^^2 
(7;^9  =  , TT r  [b-,  (xo- — x-i)  dx-.  4-  0^  (■ —  2 x^  4-  x-t  4-  Xo)  dx^ 

f^%  =  ^^   _^V^    _^>)  1>1  (-^'2  —  ^1)  f^^l  +  ^2  (^1  —  ^2)  ^^2 

H     ^.^  (  j^  Xo  "y-  t^i      j     '*^2y  (^Xo^ 

(Maximowitcb). 
Aufgabe  3.     Man  integrire  die  (exacten)  Gleichungen: 

du  =  («  +  *■)  f^^  +  (^'  +  !/  +  1)  ^y  +  ("■  +  ■^  +  1)  f^-^ 

(?V  =  (u  -}-  ^  -|-  1)  c?^  -f-  (^t;  -{-  ^)  fZ?/  +  0^'  +  ^  +  1)  t^-^ 

fZ«^-  =  ('?r  -|_  ^  _|-  1)  fZa;  +  (m  +  rr  +  1)  tZ?/  -{-{v-j-y)  dz 

und  ebenso : 

du  ==  w(Za;  +  '^(^^  +  ivdz 

dv  =  ?;(?^  +  ^f^^y  +  **^^ 
(Z'm;  =  tvdx  -{-  udy  +  vds 

(Stodockiewicz). 
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Aufgabe  4,     Man  integrire  die  .simultanen  Grleictungen 
dy^  =  («i,i2/i  +  «1,22/2)  f?^i  +  («2,i2/i  +  «2,22/2)^^2 
dy^  =  (&i,i2/i  +  &i,  2  2/2)^^1  +  (Km  +  ^2,22/2)^^2? 
wo  die  Grössen  a  und  h  Functionen  von  x-^  und  X2  sind,  welche  den 
für  die  Integ-ration  nothwendigen  Bedingungen  genügen  sollen. 

(Le  Pont). 

§  34. 

Eine  seiir  bemerkenswertlie  Darlegung  der  Natani'schen 
Integrationsmethode  hat  Mayer  gegeben*). 

Wie  in  §  33  angegeben,  erfordert  Natani's  Methode,  wenn  die- 
selbe auf  das  allgemeine  System  integrabler  Grleichungen  (I)  angewendet 
wird,  die  Integration  von  m  verschiedenen  Systemen  von  n  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  und  die  aufeinander- 
folgenden Systeme  werden  erhalten  durch  Annahme  besonderer  Werthe 
für  diejenigen  der  Variablen,  deren  Variationen  nicht  mehr  vorkommen. 
Mayer's  Methode  erfordert  die  Integration  nur  eines  ein- 
zigen Systems  von  n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung. 

Im  §  33  wurde  (der  Erläuterung  wegen)  Null  als  geeigneter 
Werth  für  jede  der  Veränderlichen  angenommen,  sobald  ihre  Variation 
nicht  mehr  vorkam.  Allgemeiner  nehmen  wir  jetzt  an,  dass  den 
unabhängigen  Veränderlichen  in  den  Grleichungen 

tn 

(I)  dUr  =  ^     Ur,  t  dXt 

t  =  X 

nach  der  Integration  eines  jeden  der  aufeinanderfolgenden  Systeme 
von  gewöhnlichen  Grleichungen  die  Werthe  x^  =  u-^,  Xs2  =  a^,  x^  =  a^,  ... 
beigelegt  werden. 

Die  unabhängigen  Veränderlichen  werden  gegen  irgend  ein 
System  von  m  unabhängigen  Grössen  y^,  .  .  .,ym  mittels  der  Gleichungen 

oct  =  cct  +  (2/1  —  ^)ft 

ausgetauscht,  wo  f^,  .  .  .,  fm  tn  unabhängige  Functionen  der  neuen 
Variablen  y  sind  und  ■9'  eine  Constante  ist.  Wird  die  Substitution  in 
dem  System  (I)  ausgeführt,  so  nimmt  dasselbe  die  Form  an: 


*)  Math.  Annal.  Bd.  5  (1872),  S.  449—470:    „Ueber   simultane,  totale  und 
partielle  Differentialgleichungen",  besonders  §  3. 
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m 
(I')  dUr=  ^   Tr^sdys, 


worin 


t  =  l  ^^ 

ist.  Man  darf  erwarten,  dass  das  System  (!'),  welclies  bloss  eine 
Transformation  von  (I)  ist,  allen  Integrabilitätsbedingungen  genügt, 
und  man  beweist  leicbt,  dass 


^Vs 


p 


0 


^  ;f^i   ^Vs  ^Vt  L  3a;;j  ga;^^ 

^ = 1  -^^  -f 

ist  infolge  der  als  erfüllt  vorausgesetzten  Integrabilitätsbedingungen 
von  (I). 

Indem  wir  mit  dem  transformirten  System  (I')  wie  bei  Natani's 
Methode  verfahren,  integriren  wir  zunächst  das  System  von  n  Diffe- 
rentialgleichungen 

(^4)  dus  =  Ts,idy^       (s  =  1,  2,  .  .  .,  n) 

unter  der  Annahme,  dass  y^,  .  .  .,  ym  unveränderlich  seien.  Ihre  Inte- 
grale sind  von  der  Foruf: 

(Pr{i(l)    ■  ■  ■,    Un,'  yi,    .  .  .,    ym)  =  ^r , 

WO  Xr,  eine  Integrationsconstante,  unabhängig  von  y^^  ist  und  eine 
Function  von  y^,  .  .  .,  ym  sein  kann.  Der  Werth  von  X^  wird  daher 
nicht  geändert,  wenn  wir  y^  irgend  einen  speciellen  Werth  beilegen. 
Ist  d'  der  ^/j  beigelegte  Werth  und  nehmen  wir  an,  dass  die  Werthe 
von  4^1,  .  .  .,  iin  sich  in  «j',  .  .  .,  Un    geändert  haben,  so  ist: 

(Pr{u^',    •  •  •;    lin,    ^,    y^,    ■  ■  ■,    ym)  =  Xr , 

so  dass  das  System  von  n  Integralen  von  der  Form  ist : 

<Pr(u^,   .  .  .,   11,,,    y^,    y^,   .  .  .,  yn^  =  (pr{jh,    ■  ■  -,   w/;    ^,    y^,    ■  ■  -,  ym)  ■ 

Nun  müssen  die  Grössen  u  gefunden  werden.  Dieselben  sind, 
wie  in  §  33,  bestimmt  durch  n  Gleichungen 
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•  m, 
s  =  2 

WO  Yr^s  der  Wertli  von  Yr,s  ist,  naclidem  die  Substitutionen  Ut  =  Ut'y 
yi=  ^  gemacht  sind.  Infolge  dieser  Substitutionen  aber  verschwinden 
die  Yr^s,  so  dass  sämmtliche  Coefficienten  Y,[s  gleich  Null  sind.  Dem- 
nach werden  die  Grleichungen,  welche  die  Grössen  u'  bestimmen: 

du/  =  0 , 
d.  h.   sämmtliche   Grössen  u'   sind  constant.     Somit    ist    das    System 
von  Integralen  des  transformirten  Systems  (I') : 

{B)         q)r{ll^,  .  .  .,  U„,  y^,  y^,  .  .  .,  yrr)  =  (pr{c^,  .  .  .,  Cn,  ^,  lj.„  •  •  .,  «/m)  , 

wobei  die  Functionen  (p  durch  Integration  der  Gleichungen  {Ä),  die 
einzige  jetzt  erforderliche  Integration,  bestimmt  sind. 

Um  ein  System  von  Integralen  des  Systems  (I)  zu  erhalten, 
haben  wir  bloss  die  Grössen  y  aus  den  Gleichungen  (5)  mittels  der 
Transformationsgleichungen 

Xt  =  at-{-  (y^  —  d-)ft 
zu  eliminireu.    Willkürliche  Constanten  sind  in  genügender  Zahl  vor- 
handen, um  das  Resultat  zu  einem  Integralsystem  der  Gleichungen  (I) 
zu  machen. 

§  35. 

Um  die  Integration  der  Gleichungen  (Ä)  so  leicht  als  möglich 
zu  machen,  wird  man  natürlich  die  einfachsten  Transformations- 
gleichungen, die  zugleich  völlige  Allgemeinheit  haben,  anwenden. 
Diese  sind  offenbar 

^1  =  2/i 
und 

für  >■  =  2,  3,  . . .,  m.    Für  diese  Relationen  werden  die  Coefficienten  Y: 

m 
Yr,l  =    Ur,l  +^yt  Ur,t 

^r,i  =  («/i  —  ß^i)  Ur,  i  (i  =  2,  . . .,  ni) . 

In  manchen  FäUen  besitzt  das  System  von  Integralen  eine  ein- 
fache Eigenschaft.  Wenn  es  möglich  ist,  die  Variablen  y  aus  der 
Function  cpr  zu  eliminiren  und  eine  Function 

ZU  erhalten,  welche  für  die  dem  Werthe  y^=d'  entsprechenden  Werthe 
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der  X  nicht  unbestimmt  wird,  so  nimmt  das  Integral  eine  einfache 
Form  an.  Der  yi=  Q'  entsprechende  Werth  von  Xt  ist  cc^;  demnach 
ist  der  bestimmte  Werth  von  il^r  für  «/i  =  ^,  %  =  c^,  .  .  .,  Un^  Cn- 

welches  somit  der  Werth  von  cpric^,  •  ■  ■,  Cn,  'S";  y^,  ■  ■  -,  Vm)  ist.  Somit 
ergiebt  sich,  dass,  wenn  der  Werth  der  rechten  Seite  des 
Integrals  (J5)  die  Form 

annimmt,  also  eine  blosse  Constante  ist,  alsdann  das  Integral 
selbst  gegeben  ist  durch: 

Wr  \^i  7  •  •  •  7      n  7   -^i  7  •  •  •  7  ^m)  Yr  \p^  ,  •  •  •  j   C^ ,  CC^j  •  •  ■  j  ^m)  • 

Es  muss  aber  bemerkt  werden,  dass  dieses  Resultat  in  der  vor- 
liegenden Form  nur  gilt  für  alle  Integrale  (J5),  welche  so  beschaffen 
sind,  dass  die  Function  g)r  durch  die  Substitutionen  «/i  =  ^7  u  =  c 
auf  eine  Constante  reducirt  wird.  Wir  geben  hier  ein  Beispiel,  bei 
welchem  dies  zutrifft;  später  werden  wir  ein  anderes  Beispiel  geben, 
bei  welchem  diese  Eigenschaft  nicht  stattfindet. 

Beispiel.  Zur  Erläuterung  des  May  er 'sehen  Satzes  betrachten 
wir  die  Grleichungen 

(vy  —  ux)du  ==  {11^  -j-  y~)dx  -f-  {uv  -j-  xij)dy 
{iix  —  vy)dv  =  (uv  -f-  xy)dx  -j-  (v^  -\-  x^)dy , 

welche  den  Integrabilitätsbedingungen  genügen.  In  Gemässheit  des 
auf  die  einfachste  Substitution  bezüglichen  Resultats  von  Mayer 
lassen  wir  x  ungeändert  und  setzen 

^y  =  ß  +  {x  —  cc)z; 
alsdann  ist  das  System  von  Hülfsgieichungen  (Ä): 
\v{ß -\- {x  —  a)z]  — ux\du 

=  {ii(u  -\-  vz)  -\-  {ß  ■ —  KZ  -\-  xz){ß  —  äz  -{-  2xz)]dx 

—  [v { j3  -f-  (^  —  ^)^]  ■ —  **^] ^'^ 

=  [v(%i  -{-  vz)  -\-  (ß  —  ccz  -{-  2xz)x)  dx.' 

Zwei  Integrale  dieser  Gleichungen  erhält  man  leicht  {z  ist  unver- 
änderlich), wenn  man  sie  in  der  Form  schreibt: 

vdu  +  **^^  =  (/^  —  ccz  -\-  2xz)dx 
xdu  -\-  (ß  —  ccz  -\-  xz)dv  ==  —  (w  -{-  vz)  dx. 
Die  erste  giebt: 

UV  —  iß  ~  ttz)x  —  x^z  =  CjCg  —  aß, 
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wenn  man  x  =  a  setzt.    Hieraus  scKliessen  wir,  dass  das  Integral  ist : 
UV  —  xy  =  CyC.^  —  aß  =  const. 
Die  zweite  giebt: 

XU  -\-  (ß  —  ccb)v  +  ^^v  =  o;Ci  -}-  jScg, 
wenn  man   x  =  cc   und  natürlicli    wie    vorher   u  =  c^,   v  =  c.^    setzt. 
Hieraus  scKliessen  wir,  dass  das  Integral  ist: 

xu  -\-  yv  ==  ac^  -f-  ßc.2  =  const. 
Demnach  sind  die  Integrale: 

UV  — ■  xy  =  const. 
XU  -\-  yv  ==  const. 

§  36. 

Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen    dafür,    dass 

die  Gleichungen 

du^  =  Xj^clx  -\-  T^dy 

du^  =  X^dx  -\-  Y^dy 
durch    ein   System    von    zwei   Integralgleichungen    befriedigt    werden 
können,  sind  (nach  §  30) : 

dX^ dT^    .    Y  ^ X  ^  4-  Y  — X  ^  =  0 

dX^ gFg    ,    Y  ^-^2 Y  ^-^^  _|_  Y  ^'^^ X  ^^^  =  0 

dy         dx     '       ^  3 Mj  ^  du^    '       ^  du^  ^  du.y 

Es  ist  interessant  zu  sehen,  wie  diese  Bedingungen  entstehen, 
wenn  ein  System  von  integrirenden  Factoren  (§  24)  eingeführt  wird. 
Das  Verfahren  führt  in  diesem  besonderen  Falle  zu  einer  Auflösungs- 
methode,  welche  von  den  vorhergehenden  verschieden  ist. 

Es  seien  X  und  yb  ein  System  integrirender  Factoren,  so  dass 
A( —  du^  +  X^dx  -\-  Y^dy)  +  ^( —  du^  +  X^dx  -\-  Y^dy)  =  dq) 
ist.     Dann  hat  man: 

dw 
Hieraus  erhalten  wir  die  Bedingungen: 
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0  = 

0  = 

=  dx  +8„,('l^>  +  f^2) 

0: 

^l^+alC^i'.  +  c^^) 

0 

-t+ L  (^^'  +  f»^^) 

Aus  den  drei  ersten  von  diesen  ergiebt  sich : 

^^    \_  -v    ^^  ji_  'Y    ^^  ;^'^>  ^"^2 

li  4- r  11  +  r  —  =  -  A -^  —  m  ^ 

und  aus  den  drei  letzten  kann  man  ^ ,  ^ ,   ^  eliminiren,  wodurcli 

ox^   oy^   ÖU2  ' 

man  erhält: 

-Y    (^  J-V    ^^\         V   (^  -L   IT    H\ 
V^a?         dy   ~^     ^  du^  ^  d uj 

Wird  dieses  mit  den  vorhergehenden  beiden  Grleichungen  verbunden, 
so  folgt: 

\dx         dy     ''      ^  8u.^  ^^«2  ^  du^  ^  duj 

~'^  ^  \dx  dy  ~^      ^  du^  2  du^  •*■  du^  •*•  awi/ 

/l      .  .  . 

Nun  kann  das  Verhältniss  —  nicht  eine  für  alle  Lösungen  gleiche 

Grösse  sein,  denn  sonst  würde  sein : 

dq)  dtj) 

-^-^  =  diesem  unveränderlichen  Verhältniss  ==  -^  , 

d.h.  die  Ja cobi 'sehen Determinanten  von 9?  und^  würden  verschwinden 
und  jedes  Integral  würde  dann  ausdrückbar  sein  durch  ein  einziges, 
insofern  als  die  abhängigen  Veränderlichen  vorkommen  können.    Dem- 
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nach  ist  die  vorstehende  Gleichung  für  —  keine  bestimmte,  d.  h.  die 

Coefficienten  von  A  und  ^  müssen  verschwinden.  Dies  sind  die 
beiden  Bedingungen  dafür,  dass  das  Integraläquivalent  des 
gegebenen  Systems  aus  zwei  Grleichungen  besteht. 

Ferner  sind  die  beiden  einzigen  unabhängigen  Grleichungen,  die  aus 
den  vorigen  erhältlich  und  frei  von  den  Differentialquotienten  von  ft 
sind,  die  folgenden: 

dy    '       ^5i<i  "*"     ^  du.2  du^        ^  du,^ 

Die  Elimination  von  ft  führt  zu  einer  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung für  A;  ist  A  bekannt,  so  kann  ^  aus  jeder  dieser  Glei- 
chungen bestimmt  werden. 

Natürlich  giebt  es  ein  ähnliches  Resultat  in  Bezug  auf  ^;  die 
einzigen  unabhängigen  Gleichungen,  die  man  frei  von  den  Differential- 
quotienten von  A  erhalten  kann,  sind  die  beiden: 

^_i_X  ^-1-X—  = X  ^  —     ^ 

^ -i-  Y —-4- Y  —  =  —  X^  —  u^ 

und  aus  diesen  lässt  sich  eine  analoge  Folgerung  ziehen. 

[Ein  scheinbarer  Ausnahmefall  tritt  ein,  wenn  z.  B.  in  dem  ersten 

Paar  von  Gleichungen  die  beiden  Grössen  -^-^,  -7=—-  verschwinden. 
Dies  besagt,  dass  die  Gleichung 

du^  =  X^dx  +  5^2^^  / 

nur  drei  Veränderliche  x,  y,  u^  enthält;  und  die  Integrabilitäts- 
bedingung  ist  erfüllt,  so  dass  die  Gleichung  integrirt  werden  kann. 
Alsdann  kann  ohne  weitere  Berücksichtigung  der  Gleichungen  für  A 
der  Werth  von  u^,  welcher  sich  aus  dem  Integral  ergiebt,  in  die 
erste  Gleichung 

du^  =  X-^dx  -\-  Y^ dy 

substituirt  werden,  die  alsdann  der  Integrabilitätsbedingung  genügt 
und  eine  Gleichung  von  drei  Veränderlichen  ist.] 


72  2.  Kapitel.  [§  37] 

§  37. 
Die  Differentialgleichung  für  A  ist: 

und  die  Hülfsgleicliungen  zur  Bestimmung  ihres  vollständigen  Inte- 
grals sind  : 
,  ..  dx  dy     du,  du^ 

^Mj  gw^  ^  3mi         ^   3mi  ^   5%         ^  du, 

dlog  l 


du,  du,        du,  du. 

Das  vollständige  Integral  ist  für  unsern  Zweck  nicht  erforderlich. 
Ein  Werth  von  X  bestimmt  einen  Werth  von  ft;  mit  einander  com- 
binirt,  führen  sie  zu  einer  aus  dem  gegebenen  System  ableitbaren 
Integralgleichimg.  Analog  führt  ein  zweiter  Werth  von  A  zu  einer 
zweiten  Integralgleichung  und  durch  diese  beiden  Integrale  lassen 
sich  sämmtliche  Integrale  des  gegebenen  Systems  ausdrücken.  Dem- 
nach braucht  man  nur  zwei  von  einander  unabhängige  obigen 
Grleichungen  genügende  Werthe  von  A  zu  haben,  und  je  ein- 
facher diese  sind,  um  so  einfacher  wird  im  Allgemeinen  die  Integration 
der  resultirenden  integrablen  Gleichung  sein. 

Beispiel.     Die  Methode  wird  hinreichend  deutlich  werden,  wenn 
wir  nochmals  die  Grleichungen  betrachten: 

(^<2  —  ^lJ)du■^^,=  (1  —  u^y)dx  +  (1  —  u^x)dy 
{u^  —  u^)du^  =  {u,^y  —  V)dx  -\-  (u.^x  —  V)dy . 


Es  ist  hier: 


^  Mg   —  «1  '  ^  Wg   —  U, 

^^        u^y  —  1  ^        U.2X  —  I 


^  "'      —    H,  '  ^ 


M,    —    U,  '  "  U9 


Substituirt  man  diese  in  die  Hülfsgieichungen  (A),   so  nehmen  diese 

die  Form  an : 

dx       dy       du,     du^  dlogl 

u^x  —  1  1  —  u.^y         X  —  y  0  0 

Da  zwei  Lösungen  der  A  bestimmenden  Grleichung  ausreichen,  so 
nehmen  wir  diese  in  der  Form : 
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A  =  const.  =  1 

l  =  «2 ; 

welches  die  einfachsten  sind,  die  man  aus  vorstehendem  System  ab- 
leiten kann.     Substituiren  wir  diese  der  Reihe  nach  in 

SXg  .  2X,         dl        'Y    ^^         Y"    ^^ 

so  finden  wir  respective  die  Werthe: 

^  =  1 

so  dass  A  =  1,  fi.  ==  1   und  X  =  u^,   (i  =  u^  die  beiden  Systeme  von 
integrirenden  Factoren  sind,  und  daher  erhalten  wir,  wenn  wir 
X{di<i  —  Xj^dx  —  Y^dy)  -{-  ^{du^  —  X^dx  —  Y^dy)  =  dtp 
setzen,  für  die  beiden  Fälle  respective: 

u^  +  ^2  —  xy  =  (p^ 

u^u^  —  X  —  y  =  (p.^. 

Wir    haben    bisher    nur    zwei    Integrale    des   Hülfssystems   (Ä) 

erhalten.     Zwei  andere  (welche  mit  den  beiden  k^  =  1,  ji^  =  1   und 

^2  =  «2 }  ^2  =  ^*i  ßi^  vollständiges  System  von  unabhängigen  Integralen 

für  A  und  von  daraus  abgeleiteten  Integralen  für  ^  bilden)  sind: 

A3  =  w^  —  xy ,         X^  =  u^K^  —  X  —  y 
mit  den  daraus  abgeleiteten  Werthen: 

^3  =  *'2  —  ^2/ ;         ^^  =  UiU^  —  x  —  y.  . 
Nun  zeigte   die  Untersuchung  in  §  24,   dass,  wenn    A^,  fiij    A2,  ftg; 
A',  ft'  Systeme  von  integrirenden  Factoren  sind,  alsdann 
X^ji'  —  ii^l'  ^1  jtt'  —  ft,  X' 

Lösungen  sind,  vorausgesetzt,  dass  sie  unabhängig  von  einander  und 
nicht  blosse  Constanten  sind.  Ist  fi' =  ^13,  A'  =  A3,  dann  werden  diese 
Grrössen  respective 

M,  +M2  —  ^«/;  1; 

so  dass  ttj  -|-  Wg  —  ^2/  *^i®  einzige  daraus  ableitbare  Lösung  ist.  Da 
aber  «^  -|-  u^  —  xy  und  w^ifg  . —  x  —  y  functional  von  einander  unab- 
hängig sind,  so  folgt  aus  der  allgemeinen  Theorie,  dass 

u^-\-  U2  —  xy  =  a 

u^u^  —  X  —  y  =  ß 
eine  Lösung  des  gegebenen  Systems  von  Differentialgleichungen  sind. 
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§  38. 

Es  giebt  noch  eine  andere  Methode,  die  Integrale  zu 
erhalten,  welche  sich  auf  die  Resultate  der  allgemeinen  Unter- 
suchung stützt,  durch  welche  bewiesen  wurde,  dass  die  nothwendigen 
Bedingungen  auch  hinreichend  sind.  Die  Integrale  werden  betrachtet 
als  die  gemeinschaftlichen  Lösungen  simultaner  partieller  Differential- 
gleichungen*), und  es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  das  Verfahren  der 
successiven  Integration  nur  eine  Modification  der  verallgemeinerten 
(§  32)  Eul  er 'sehen  Methode  ist. 

Jede  Lösung  (p  des  Systems  von  n  Grleichungen 

m 

(I)  dus  =  ^   Us,tdXi 

(s  =  l,  2,  :..,  70 
genügt,  wie  in  §  22    gezeigt  wurde,    den   in   partiellen  Differential- 
gleichungen : 

(n)  A,^  =  l|  +  l^^vU,  =  o 

'  s  =  l  ' 

(^=1,2,  ...,  m). 
Die  Jacob i'schen  Bedingungen 

(A„  A,)  =  0 
für  das  Zusammenbestehen  des  Systems  (11)  und  der  Existenz  gemein- 
schaftlicher Lösungen  für  dasselbe  sind: 

Infolge  der  Bedingungsgleichungen  (2)  des  §  26  zwischen  den 
Coefficienten,  die  hier  als  erfüllt  vorausgesetzt  werden,  verschwindet 

aber  der  Coefficient  iedes  Gliedes  ^  und  somit  sind  die  Jacob  i'schen 

Bedingungen  erfüllt.    Hiernach  ist  das  System  (II)  ein  solches,  welches 
ein  vollständiges  System  genannt  zu  werden  pflegt. 

Wir  woUen  nun  beweisen,  dass  <las  System  (11)  unter  diesen 
Voraussetzimgen  n  unabhängige  Integrale  besitzt,  wo  n  die  Gesammt- 
zahl  der  Veränderlichen  in  dem  System  vermindert  um  die  Zahl  der 
Gleichungen  in  dem  System  ist. 


*)  Boole,  Phil.  Trans.  1862,  S.  437—454;  Mayer,  §  12  der  oben  in  §  34 
citirten  Abhandlung. 


[§  38]  Systeme  exacter  Gleichungen.  75 

Nehmen  wir  die  erste  Gleichung  von  (11),  nämlich 

SO  ist  das  System  der  Hülfsgieichungen  zur  Ableitung  der  allge- 
meinsten Lösung: 

dx^  dx^  ^^m du^  du..    <^% 

~^  ~  ~^  ^  "  '  ^  ^~  ~  U^x^  K^~"  "  ^  Ü^,x 
Sind 

die  n  -\-  m  —  1  von  einander  imabhängigen  Integrale  dieses  Systems, 
so  lässt  sich  jede  Lösung  von  A^go  =  0  durch  diese  Grössen  aus- 
drücken, und  um  die  simultanen  Lösungen  von  (11)  zu  haben,  reicht 
es  aus,  diejenigen  functionalen  Combinationen  derselben  zu  suchen, 
welche  den  übrigen  Gleichungen  A^,g),  .  .  .,  A^go  =  0  genügen. 
Wenn  nun 

9^  ^^  /  ("^2;    •  •  -j   •^'«7   fei>    •  •  •?    fe«) 
der  Gleichung  A<  gp  =  0  genügt,  so  hat  man : 

wo  Vr,tj  die  nämliche  Function  wie  früher  (§  28),  eine  Function  von 
x^,  '  •  ■,  x„,,  I,,  .  .  .,  i,n  allein  ist.  Dieses  neue  System  (11')  ist  in 
Rücksicht  auf  die  von  den  Coefficienten  Vr,t  erfüllten  Bedingungen 
ein  vollständiges  System  und  die  simultanen  Lösungen  von  (11')  sind 
Lösungen  von  (IE). 

Wir  haben  daher  an  Stelle  des  vollständigen  Systems  von  m 
linearen  Gleichungen  mit  n  -\-  m  Variablen  ein  neues  vollständiges 
System  von  m  —  1  linearen  Gleichungen  mit  n  -\-  m  —  1  Variablen 
und  sämmtliche  Lösungen  des  zweiten  Systems  sind  Lösungen  des 
ersten  und  umgekehrt. 

Das  neue  System  wird  in  derselben  Weise  behandelt  und  durch 
ein  anderes  vollständiges  System  von  m  —  2  linearen  Gleichungen 
mit  m  -\-n- —  2  Variablen  ersetzt  und  sämmtliche  Lösungen  des  letzteren 
sind  Losungen  des  ersteren  und  daher  auch  von  (II)  und  umgekehrt. 

Indem  wir  in  dieser  Weise  fortfahren,  finden  wir,  dass  sämmt- 
liche  Lösungen   von  (II)    Lösungen   eines    aus   nur   einer  Gleichung 
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bestehenden  Systems  mit  n  -\-  1  Veränderlichen  sind.  Man  weiss 
aber,  dass  eine  solche  Grleichimg  n  unabhängige  Lösimgen  hat  und 
dass  jede  Lösung  als  Function  dieser  n  Lösungen  dargestellt  werden 
kann;  demnach  besitzt  das  System  (11)  n  von  einander  unab- 
hängige Lösungen,  und  jede  gemeinschaftliche  Lösung  kann 
als  Function  derselben  dargestellt  werden. 


§  39. 

Um  jedoch  die  Methode  auch  auf  die  Auflösung  von  (I)  anwend- 
bar zu  machen,  müssen  wir  den  folgenden  Satz  beweisen,  welcher  die 
Umkehrung  des  Satzes  am  Anfang  des  §  22  ist: 

Ein  System  von  n  unabhängigen  Lösungen  von  (11)  bildet 
ein  den  Differentialgleichungen  (I)  äquivalentes  System 
von  Integralgleichungen. 

Es  seien  cp^,  (p.j,  ■  ■  •,  ^«  die  n  von  einander  unabhängigen  Lösungen 
von  (11).     Alsdann  folgt  aus  den  Gleichungen 

9l  =  ^l>    9^2  =  ^2;    •  •  •?    ^n  =  ttn 

das  System  der  n  Gleichungen: 


2ä5^'^'+^^^''^-^^ 


(r  =  l,  2,  ...,  n) 
Nach  den  Gleichungen  (IE)  aber  ist: 


Us 

so  dass  man  durch  Substitution  erhält 


dx,  ~        ^   du    ^'^" 


^     d        i  ™  1 

s  =  l  «     ^  t  =  l  ' 


Dies  ist  für  r  =  1,  2,  .  .  .,  n  ein  System  von  n  Gleichungen.     Das- 
selbe ist  linear  imd  homogen  in  den  n  Grössen: 

m 

dus  — ^  TJs,tdxt, 
und  die  Determinante  der  Coefficienten  dieser  Grössen  ist: 

d{Ui,   Mg,    .  .  .,   M„) 
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Diese  Determinante  verscliwindet  nicht,   da  die   Grössen  9  von   ein- 
ander unabhängig  sind.     Somit  ergiebt  sich: 

m 

dus  —  x,  Üs,tdxt=  0 

für  s  =  1,  2,  .  .  .,  n.     Dies  ist  das  System  (I)  und  dasselbe  besteht 
in  Folge  der  Grleichungen  (pr  =  ür-     Daher  ist  der  Satz  bewiesen. 

Hiernach  hat  man  nur,  um  ein  zu  (I)  äquivalentes  Integralsystem 
zu  erhalten,  irgend  n  von  einander  unabhängige  gemeinschaftliche 
Integrale  des  Systems  (11)  zu  suchen. 

Aufgabe.     Man  löse  die  Grleichungen 

(1  +  xy)du  =  {v-\-2x-\-  xy)dx  -\-  (2y  -{-x^  —  xu)dy 
(1  -^xy)dv  =  {y  —  vy  —  2xy)dx-{-  (x^u  —  2y^)dy, 

bei    denen    die    für    die    Integration   nothwendigen   Bedingungen    er- 
füllt sind. 

Ist  (p{x,y,u,v)  eine  Lösung,  so  sind  die  partiellen  Grleichungen, 
welche  g>  bestimmen,  die  folgenden : 

(1  -f  0.^)  Il  +  (.  +  2 r.  +  ^y)  1^  +  (2/  -  ^ 2/  -  2r. //)  ll  =  0 

{1  +  xy)  ||  +  {2y  +  x^-xu)  |?  +  (^  -u-2f)  |^  =  0. 

Die  Hülfsgieichungen  für  die  Integration  der   ersten  von  ihnen  sind: 

dx  dy  du  dv 

1 -\- xy  0  v-\-2x-\-xy         y{l — w  —  2a;) 

und  drei  von  einander  unabhängige  Integrale  derselben  sind: 

y 

Q  =  V  -\-  y(u  —  x) 

6  =  U  —  x(v  -\-  x)  , 

und  daher  erhalten  wir 

Wird  dies  in  die  zweite  Grleichimg  substituirt,  so  ergiebt  sich: 
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oder  nach  Reduction: 

dy    '^     ^  dß 

Die  Hülfsgleicliungen  für  die  Integration  dieser  Gleichung  sind: 

dy  dQ  de 

T         ^Ö^  Jy' 

und  zwei  von  einander  unabhängige  Integrale  dieser  sind: 


und 
demnach ; 


^  — ?/'; 


f(v,  Q,  ^)  =  t(Q,  ^  —  y'), 

wo  für  die  allgemeinste  Lösung  ^  eine  willkürliche  Function  ist. 

Offenbar  sind  sämmtliche  Lösungen  mittels  der  beiden  unab- 
hängigen Lösungen  q  und  6  —  ff  darstellbar;  demnach  ist  das  äqui- 
valente Integralsystem  der  ursprünglichen  Gleichungen: 

^  +  2/  (^  —  x)  ==  a 
u  —  x(v  -{-  x)  —  y^  =  ß. 

§  40. 

Das  in  §  39  bezüglich  der  simultanen  Aequivalenz  der  Systeme 
(I)  und  (II)  bewiesene  Resultat  kann  auch  folgendermassen  erhalten 
werden. 

Jede  Lösung  des  Systems  (11)  befriedigt  die  Gleichung 

wo  die  Coefficienten  ft  ein  willkürliches  System  imabhängiger  Func- 
tionen der  Variablen  sind.  Nun  ist  eine  Lösung  dieser  Gleichung 
auch  eine  Lösung  des  Hülfssystems : 

dXf  d  u^ 

•■•  •••  ^  ••• 

t=i 

und  daher  ist  jede  Lösung  des  Systems  (11)  eine  Lösung  dieser  Hülfs- 
gleicliungen, welches  auch  immer  die  Werthe  der  Functionen  ft  sein 
mögen.    Dieses  geht  nach  Elimination  der  |u.'s  über  in  das  System: 

m 

dus  =  ^  üs,tdxt, 
d.  h.  in  das  System  (I),  und  somit  ist  nach  der  gewöhnlichen  Theorie 
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der  partiellen  Differentialgleidiungen*)  jede  Lösung  des  Systems  (11) 
eine  Lösung  des  Systems  (I). 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Aequivalenz  und  den  Umstand,  dass  die 
partiellen  Differentialgleicliungen  der  eben  betrachteten  Art,  d.  h.  solche 
Differentialgleichungen,  welche  in  den  Differentialquotienten  homogen 
und  linear  sind,  in  einigen  der  das  Pf  äff  sehe  Problem**)  behan- 
delnden Methoden  (z.  B.  in  Clebsch's  Methode)  auftreten,  erscheint 
es  zweckmässig,  in  diesem  Zusammenhange  einige  ihrer  Eigenschaften 
zu  discutiren.  Die  Anzahl  der  unabhängigen  Lösungen  eines  solchen 
Systems  ist  bereits  in  §  37  untersucht  worden,  und  auf  diese  Unter- 
suchung gestützt,  haben  wir  eine  Methode  erhalten,  diese  Lösungen 
abzuleiten.  Da  aber  die  Systeme  der  Gleichungen  (I)  und  (II)  äqui- 
valent sind,  so  ist  es  natürlich  zu  erwarten,  dass  die  Mayer'sche 
Methode  für  die  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  auf  die  Inte- 
gration partieller  Differentialgleichungen  ausgedehnt  werden  kann. 
Diese  Ausdelniung  geschieht  leicht  in  folgender  Weise. 

§  41. 
Das  System  der  partiellen  Differentialgleichungen  ist: 

(^=1,  2,  ...,  m). 

Wir  lassen  die  Veränderlichen  u  imgeändert   und  transformiren  die 
Variablen  x  mittels  der  Substitutionen  des  §  34,  nämlich 

Xt  =  ai  -\-  {y^  —  ^)ft, 

wo  f^,  .  .  .,  fm   m  von  einander  unabhängige  Functionen  der  neuen  m 


*)  Lehrbucli,  §§  187  u.  189. 
**)  Eine  andere  wichtige  Reihe  solcher  Gleichungen,  die  den  hier  betrach- 
teten in  der  Form  analog  und  als  System  vollständig  sind,  ist  das  System  der 
charakteristischen  Gleichungen  für  die  Concomitanten  der  algebraischen  Formen. 
Vergl.  z.  B.  eine  Abhandlung  über  „Systeme  von  ternären  Formen,  welche  alge- 
braisch vollständig  sind"  Americ.  Journ.  of  Math.  Bd.  12  (1889),  S.  1  —  60  und 
115  — 161.  Die  ternären  Formen  werden  durch  ein  solches  System  von  Glei- 
chungen, acht  an  der  Zahl,  bestimmt  und  es  wird  daselbst  (§  18)  durch  von  den 
in  diesem  Kapitel  vorkommenden  vollständig  verschiedene  Betrachtungen  ge- 
zeigt, dass  es  eine  Anzahl  von  einander  functional  unabhängiger  Lösungen 
giebt,  welche,  wie  leicht  zu  sehen,  mit  der  im  §  38  des  Textes  bestimmten 
Anzahl  übereinstimmt. 
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unabhängigen  Variablen  y^,  .  .  .^  y,n  sind  und  %-  eiue   Constante   ist. 
Dann  erhalten  wir: 

5=1  ^^  « 


-^  {/.  +  (..-*)  S'l  2"  ^.-..^ 


/•  =  !  '^ 


und  für  die  Werthe  2,  3, 

^1~  i^l    ^sWq 


s  =  l        ^9  s 


6  =  1       ^?r  =  l  '^ 


r=l 


SO  dass  wir  für  alle  Werthe  1,  2,  .  .  .,  m  von  t  erhalten: 

n 
^i  r  =  l  '^ 

Die  Systeme  (11)  und  (11')  sind  einander  äquivalent,  und  die 
Bedingungen  der  Coexistenz  der  Gleichungen  in  (11')  sind,  wie  in 
§  34  erfüllt,  so  dass  (II')  ein  vollständiges  System  ist. 

Um  (n')  zu  integriren  und  daher  die  n  imabhängigen  Lösungen 
ihres  Integralsystems  zu  erhalten,  braucht  man  nur  die  oi  unab- 
hängigen Integrale  des  äquivalenten  Systems  von  n  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen 

ni 

dur  =^  Yr,sdys 

s  =  l 

zu  finden.    Wie  wir  bereits  in  §  34  gesehen  haben,  ist  es  für  diesen 
Zweck  hinreichend,  das  System  der  Gleichungen 


[§  41]  Systeme  exacter  Gleichungen.  81 

dur  =  Yr,idy^ 
zu  nehmen  und  n  unabhängige  Lösungen  derselben  in   der  Form  zu 
suchen : 

(pp{u^,    .  .  .,    Un,    Vi,    •  ■  -,    ym)  =  COnst., 

indem  man  die  Grössen  1/2,  .  .  .,  ^m  als  unveränderlich  betrachtet.  Als- 
dann ist  das  System  von  einander  unabhängiger  Integrale  des  Systems 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen : 

9^(«i,  . . .,  Un,  y^,  y^,  . . .,  yn)  =  cpp{c^,  .  ■ .,  c„,  d',  y,,  . . .,  y„), 

welches  daher  n  von  einander  unabhängige  Lösungen  des  Systems  (11') 
sind.  Das  Lösungssystem  von  (11)  kann  dadurch  erhalten  werden, 
dass  man  die  Variablen  y  eliminirt  und  dieselben  durch  ihre  Aus- 
drücke in  den  Variablen  x  ersetzt;  und  wenn  in  den  vorigen  Grlei- 
chungen  jede  rechte  Seite  die  Form  fpp{c^,  c.^,  ...,€„,  ccy,  •■  ■,  ccm) 
annimmt,  so  ist  das  entsprechende  Litegral  von  (11): 

%{Ui,    .  .  .,   Un,   X^,    .  .  .,   X,r^  =  llJp{c^,    .  .  .,   Cn,    «i ,    •  •  -,    CC„)  ■ 

Ferner  sind  die  Gleichungen 

-^^  =  dyi 

(indem  y.^,  .  .  .,  ym  als  unveränderlich  betrachtet  werden),  welche  zur 
Herstellung  der  Functionen  cpp  leiten,  die  Hülfsgieichungen  für  die 
Ableitung  des  allgemeinsten  Litegrals  derjenigen  Gleichung  in  (11'), 
welche  durch  ^  =  1  gegeben  wird. 

Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

Um  ein  System  von  n  unabhängigen  Lösungen  des  voll- 
ständigen Systems  von  Differentialgleichungen 

n  ' 

ox,    '   j^        'du 

(t=l,2,...,m) 

zu  erhalten,  transformireu  wir  die  Veränderlichen  x  mittels 
der  Substitutionen 

Xt  =  at-\-  (1/1  —  ^)ft{yx,  ■  ■  ;  Vo) 
und  stellen  die  Gleichung  her: 


n 


r  =  l 


Die  Hülfsgieichungen  dieser,  nämlich 

Forsyth,  Theorie  der  Differentialgleichungen. 
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n      _  du^  _  _  f^ 

1,1  ",1 

(in  denen  y.^,  ...,  y,,,  als  invariabel  betrachtet  werden)^  sind 
zu  integriren;  dieselben  führen  zu  n  Gleichungen  von  der 
Form: 

cpp^u^,  .  .  .,  Un,  Vi,  ■  ■  ■,  Vm)  =  const. 

Alsdann  wird  das  gesuchte  System  von  Lösungen  erhalten 
aus  den  n  Gleichungen: 

(Pj,(u^,    .  .  .,    Un,    Vi,    y^,  ■  ■  ■,    Vn)  =  (ppic^,    .  .  .,    Cn,    ^,    Vi,    ■  ■  -,    V „) , 

indem  man  die  Variablen  y  durch  ihre  Ausdrücke  in  den 
urspünglichen  Variablen  x  ersetzt;  und  wenn  irgend  eine 
Function  (pp{c-^,  .  .  .,  Cn,  ^,  y^j  ■  •  -j  Vm)  eine  blosse  Constante 
i^pic^,  ...,Cn,  «17  •■•;  «»/)  ist,  so  ist  die  entsprechende  Lösung 

Wp \f^l  7    •  •  •)    ^« ;    "^1  J    •  •  •  7    •^m)  Wp  \pl  ;    •  •  •  }    ^ny    ^i,    '  '  '  7    ^m)  • 

Wie  vorher  sind  die  Formen  der  Functionen  ft  beliebig,  nur 
dass  sie  der  Bedingung,  von  einander  unabhängig  zu  sein,  unterworfen 
sind.     Die  einfachsten  Substitutionen  sind  offenbar: 

^1  ^^  Vi 

Xt  =  at-\-  (t/i  —  a)yt 

und  alsdann  sind  die  in  den  Hülfsgieichungen  vorkommen- 
den Functionen   Yr,\: 

rn 

Aufgabe.     Man  löse  das  System  von  Gleichungen: 

PsC^i  —  x-^)  +  i)i(x5  —  x^  +  _p2(a?6  —  x^  =  ^ 
p^{x^  —  Xr^  +  i?i (Tg  —  X,)  -\r  p^(x,  —x,)  =  0 
Pö  (^1  —  ^r.)  +  Ih  ( ''ö  —  ^2)  +  i^2  (^2  —  -^'O  =  0 
p^(x4^  —  ^5)  +  p,(x^  —  X.,)  4- p^ix.^  —  x,)  =  0, 

welche,  wie  leicht  verificirt  wird,  ein  vollständiges  System  bilden. 

Um  Uebereinstimmung  mit  der  vorhergehenden  Bezeichuungs- 
weise  herzustellen,  setzen  wir: 

^1  =  "1 ;  ^4  =  ß^2  +  (2/1  —  «i)^j 

X.,  =  «2 ,         x^  =  a.^-\-  (yi  —  cc,)y^ 

^3=  Vi,  ^6  =  «4  +   {Vl  —  ^1)2/4  • 


[§  41]  Systeme  exacter  Gleichungen.  83 

Alsdann  ist: 

A  f7i,  1  ==  JTs  —  a^6  j  A  C/2, 1  =  rre  —  x^ 

^  t\2  =  X5  Xi,  l  U2,2  =  Xi  Xi 

^  üi,i  =  Xä  —  X2,  A  f/9,3  =  X2  —  X4 

A  Z7i,4  =  3:5  —  Xä,  A  Z72,4  ==  X3  —  Xi, 

wo  A  =  x^  —  x-^  ist.     Nun  ist : 

Ti,!  =  Ui,i  +  y-2  Ui,2  +  ^3  ?7i,3  4-  Vi  üi,i 

^2,1   =    C'2,1   +  2/2  ^2,2  +  ^3  t/2,3   +   «/4  ^2,4  , 

f  1 9  n  f^T* " 

Xi  Yx,x  +  Xi  Fa,!  =  —  K  +  2/2«i  +  2/3W2  +  2/42/1)  • 
Da  die  Hülfsgieicliungen  sind: 

ii  1  2, 1 

worin  y.^,  y-i,  2/4  als  unveränderlich  gelten,  so  wird   ein  Integral  ge- 
geben durch: 

,  cZ«i  -f"  du.^  d(u^  -{-  u^) 

^'  ^  ^M  +  i^  ^~  1+2/2  +  2/3  +  2/. 
und  daher : 

^1  +  «*2  +  2/1  (1  +  2/2  +  2/3  +  2/4)  =  const. 

=  q  +  C2  +  c^i(i  +  2/2  +-  2/3  +  2/4)- 

Hieraus  erhalten  wir 

Wi  +  "2  +  2/1  +  2/2(2/1  —  ^1)  +  2/3(2/1  —  «i)  +  2/4(2/1  —  0^1)  =  Ci  +  C2  +  «1 
und  daher: 

«,  +  H,  +  ^3  +  ^4 ''^2+^5 ^3  +  ^ü 0^4  "=  ^1  +  <^2  +  ^1  • 

Demnach  ist  ein  Integral  des  Systems 

^1   ""^  ^1  +  ^2  +  %  +  ^^4  +"  ^^5  +  -^6  • 

Ferner  erhalten  wir : 

^.j     ^   x^du,-\-x,du^    ^  _  { 0^2  +  (2/1  —  cci) 2/2  }du^  +  {  «3  +  (2/1  —  «i)2/a }  '''''2 

^i  ^1, 1  +  ^5  i^2, 1  «4  +  2/2  «1  +  2/3  «2  +  2  2/4  2/1  —  «1 2/4 

und  das  Integral  hiervon  ist,  wie  leicht  ersichtlich: 

(«4— «i2/4)2/i  +  2/i"2/4  +  (2/2«i  +  2/3%)('/i  — ß^i)  +  '^2^<i+%^<2  =  const. 

=  «4«1+«2<^1+«3C2? 

wenn  man  y^  =  «j   nimmt.     Hiernach    ist  ein  Integral  des  ursprüng- 
lichen Systems: 

6 "^3  "T"  ^6^^2  ~l     X^U^  CC^DC^  —j~  CC^^X  "i     OCöCt^ 

6* 
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oder: 

-^2  ^^^  "^1  "^4,     \     "^S  ^5  ~r  "^3  ^6  • 

Nun  giebt  es  nur  zwei  von  einander  unabhängige  Integrale  des 
ursprüugliclien  Systems  und  zwei  solcbe  sind  in  Z^  und  Z2  gefunden; 
sonacb  ist  die  allgemeinste  Lösung  des  ursprünglichen  Systems  von 
simultanen  Grleicbungen,  welche  möglich  ist : 

WO  q)  irgend  eine  willkürliche  Function  ist. 

§  42. 

Die  eben  betrachtete  Klasse  von  Gleichungen^  d.  h.  in 
den  partiellen  Differentialquotienten  homogene,  lineare  und  die  ab- 
hängige Veränderliche  nicht  explicit  enthaltende  Gleichungen,  tritt 
auf  in  der  Methode  von  Clebsch  für  die  Reduction  eines 
Differentialausdrucks  auf  seine  Normalform  sowie  in  der 
Jacobi'schen  Methode  für  die  Integration  irgend  einer  par- 
tiellen Differentialgleichung  erster  Ordnung.  In  jedem  von 
diesen  Fällen  wird  nicht  sowohl  das  vollständige  System  von  Lösungen 
als  vielmehr  nur  eine  einzige  Lösung  verlangt. 

Wird  nun  irgend  eine  Grösse    JJp,  wo 

Up  =  (Pp(l(i,  .  .  .,  t(n,  Vi,  ■  ■  ;  Vm)  —  (Ppic^,  ■  ■  ;  Cn,  ^,  IJ^,  •  •  •;  </„,)  =  0, 

in  die  transformirten  Differentialgleichungen  substituirt,  so  können 
dieselben  entweder  identisch  erfüllt  sein,  oder  infolge  von  Up  =  0 
oder  infolge  der  Gleichung  Up  =  0  m  Verbindung  mit  den  andern 
Lösungen  des  Integralsystems.  Wenn  daher  Up  =  0  das  einzige 
Integral  des  Systems  ist,  welches  gefunden  wurde,  so  kann  es  in  den 
letzten  Fällen  (wenn  allein  genommen)  nicht  als  ein  Integral  der 
Differentialgleichungen  betrachtet  werden;  sie  genügt  denselben  in  der 
That  nicht,  wenn  sie  das  einzige  bekannte  Integral  ist. 

Um  diesem  Mangel  abzuhelfen,  giebt  Mayer  (a.  a.  0.  §  5)  eine 
Methode  an,  um  durch  ein  Differentiationsverfahren  wenigstens  eine 
Lösung  des  ursprünglichen  Systems  partieller  Differentialgleichungen 
aus  jedem  Integral  des  Hülfssystems  zu  erhalten. 

Nimmt  man  irgend  ein  Integral  des  Hülfssystems,  etwa 

q)(Ui,  .  .  .,  Un,  y^,  .  .  .,  ym)  =  const., 
so  ist  bewiesen  worden,  dass 

U=  (p(ih, . . .,  Un,  y^,  y^, . . .,  yn)  —  (p{c^,  ■  ■  ■,  Cn,  ^,  y^,  ■  •  ■,  ym)  =  0 
dem  Gleichungssystem  (11')  des  §  41 
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genügt.  Von  diesen  ist  infolge  der  Art  der  Herleitung  Vj  Ü7=  0  identisch 
erfüllt.  Die  übrigbleibenden  können  identisch  oder  infolge  der  Glei- 
chung TJ=  0  befriedigt  sein,  in  welchem  Falle  TJ  die  gesuchte 
Lösung  des  Gleichungssystems  ist;  oder  sie  können  befriedigt  sein 
nur  infolge  anderer  Gleichungen,  welche  mit  U=  0  zusammen  ein 
Integralsystem  bilden. 

In  dem  letzten  FaUe   leiten   wir    durch    algebraische  Auflösung 
nach  q  aus   ü  =  0  eine  neue  äquivalente  Gleichung 

her.     Dann  ist  stets 

V,  ü;  =  0 

identisch  erfüllt  und  die  andern  Gleichungen  sind  für  t  =  2,  .  .  .,  m 

und  diese  sind  durch  die  andern  bisher  noch  unbekannten  Gleichungen 
des  Integralsystems  zu  erfüllen.  Da  somit  sämmtliche  Gleichungen 
VjC^  ==  0  nicht  identisch  sind  und  dieselben  nicht  c^  enthalten,  so 
dass  sie  durch  c^  =  L\  nicht  befriedigt  werden  können,  so  sind  wir 
im  Stande,  aus  ihnen  die  Werthe  einiger  der  Constanten  c,  z.  B. 
C2,  .  .  .,  Ch  durch  u  und  y  und  die  übrigbleibenden  Constanten  c  aus- 
zudrücken.    Dieselben  seien: 

Ci  =  Ui{Ui,  .  .  .,  «„,   IJi,  .  .  .,  ym,  ^,  Ca  +  1,   .  .  .,  c„) 

für  i  =  2,  .  .  .,  h.  Da  diese  Gleichungen  die  Aequivalente  einiger 
der  Integralgleichungen  sind,  so  genügen  sie  dem  System  (11')  von 
Differentialgleichungen.  Diese  werden  in  derselben  Weise  behandelt 
wie  die  Gleichung  c^  =  V^  und  so  gehen  wir  weiter,  bis  wir  entweder 
eine  gemeinschaftliche  Lösung  der  Gleichungen  finden  oder  aus  den 
nicht  identisch  befriedigten  Gleichungen  die  Werthe  sämmtlicher 
Grössen  c  mit  Hülfe  von  y,  u,  %■  allein  darstellen  können.  Diese 
bilden,  insgesammt  genommen,  ein  Integralsystem. 

Ferner  aber  sind,  wenn  irgend  einer  von  diesen  Werthen,   etwa 

in  die  Gleichungen  (H')  substituirt  wird,  sämmtliche  Gleichungen 
S7(Ur=0  identisch  erfüllt,  denn  keine  der  Constanten  c  geht  in  eine 
Gleichung  V^  C7^  =  0  ein,  so  dass  keine  der  n  Gleichungen  (von  denen 
jede  nur  eüie  dieser  Constanten  enthält)  benutzt  werden  kann,  um  VtUr 
verschwinden  zu  machen.     Demnach  ist  jedes  der  Glieder  der  Reihe 
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U^,  .  .  .,  Un  in  der  erhaltenen  Form  an  sich  eine  Lösung  sämmtlicher 
Differentialgleichungen. 

Es  folgt  auf  diese  Weise,  dass  aus  jedem  Integral  des 
Hülfssystems  mindestens  eine  Lösung  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen abgeleitet  werden  kann,  und  ihre  explicite 
Form  als  Lösung  des  ursprünglichen  Gleichungssystems  (EL)  wird 
unmittelbar  dadurch  gegeben,  dass  man  mit  Hülfe  der  Substitutions- 
gleichungen auf  die  ursprünglichen  Variablen  zurückgeht. 

Wird  ferner  der  Veränderlichen  y^  in  der  Function  Ur  der  Werth 
-9-  beigelegt,  so  wird  diese  Function  einfach  iir,  weil  für  diesen  Werth 
von  y^  sich  aus  den  Gleichungen  für  die  Variablen  Kj,  .  .  .,  iin  resp. 
die  Werthe  Cj,  .  .  .,  c„  ergeben.  Die  Integrale  in  der  soeben  beim 
Beweise  des  May  er 'sehen  Satzes  angegebenen  Form  sind  ein  System 
sogenannter  Hauptintegrale*)  und  die  Werthe  von  x^,  .  .  .,  x^  für 
^,  =  -O-  sind  a^,  .  .  .,  «,„.  Hieraus  folgt,  dass  es  für  das  Differential- 
gleichungssystem (11)  eine  Reihe  U^,  .  .  .,  Un  von  Hauptintegralen  von 
der  Beschaffenheit  giebt,  dass  sie  für  passend  gewählte  constante  Werthe 
a^,  .  .  .,  am  von  a^j,  .  .  .,  3:"^  die  Werthe  m, ,  .  .  .,  ««  annehmen**). 

§  43. 

Wenn  die  erste  Methode  von  Clebsch  (Kapitel  8)  auf  die 
Reduction  eines  keiner  Bedingung  unterliegenden  linearen  Differential- 
ausdrucks mit  2n  Variablen  angewendet  wird,  so  gestattet  die  Be- 
stimmung jedes  successiven  Elements  der  Normalform  —  oder,  was 
dasselbe  ist,  jedes  Litegrals  der  Pf  äff 'sehen  Gleichung  — ,  die  Anzahl 
der  Veränderlichen  in  der  ursprünglichen  Gleichung  um  eine  Einheit 
zu  vermindern.  Wenn  daher  ft  Integrale  gefunden,  sind,  so  sind  noch 
2n  —  ^  Variableu  übrig,  und  da  noch  n  —  ^jl  Integrale  zu  finden  sind 
(d.  h.  der  Ausdruck,  welcher  mit  Hülfe  der  Integrale  derart  modificirt 
ist,  dass  er  nur  noch  2«  —  ft  Variable  enthält,  hat  eine  Normalform, 
die  niu-  noch  n  —  ^  Differentialelemente  enthält),  so  folgt  (§  122 — 124), 
dass  das  ^  -\-  V'^  Integral 

1  +  (2n  -  ii)  -  2{n  -  jtt)  =  ^  -f  1 


*)  Natani,  Crelle's  Jouni.  Bd.  58,  S.  302. 

**)  Vergl.  Lie  „Theorie  des  Pf  äff 'sehen  Problems"  Arch.  f.  Maih.  og  Nat. 
Bd.  II  (1877)  S.  338—379,  §  34.  —  Es  mag  bemerkt  werden,  dass  die  einzige  Be- 
schränkung in  der  Wahl  der  constanten  Werthe  von  x  darin  besteht,  dass  sie 
nicht  zu  unbestimmten  oder  unendlichen  Werthen  der  auftretenden  Functionen 
führen. 
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Differentialgleichungen  der  eben  betracliteten  Art  genügt,  und  diese 
Grleichungen  enthalten  die  2n  —  ft  Variablen.  Demnach  ist  (§  38) 
die  Anzahl  von  Integralen,  welche  sie  besitzen  und  die  unabhängig 
von  einander  sind: 

2n  —  fi  —  (^  -\-  1) 

d.  h.  2n  —  2ft  —  1.  Was  man  bei  der  Anwendung  der  Mayer'schen 
Integrationsmethode  braucht,  ist  nun  eine  einzige  Lösung  des  zuge- 
hörigen Hülfssystems  gewöhnlicher  linearer  Differentialgleichungen, 
deren  Anzahl  gleich  2n  —  2^  —  1  ist;  demnach  erfordert  May  er 's 
Methode  für  die  Bestimmung  des  ji.  -j-  1*®"^  Integrals  der  Pf  äff 'sehen 
Grleichung  nur  eine  einzige  Lösung  eines  Systems  von  2n  —  2fi  • —  1 
gewöhnlichen  linearen  Grleichungen  erster  Ordnung.  ISTehmen  wir 
ft  =  0,  1,  .  .  .,  n  —  1  als  die  Werthe,  welche  alle  Integrale  geben,  so 
folgt,  dass  nach  May  er 's  Methode  das  Pf  äff 'sehe  Problem  vollständig 
gelöst  ist  durch  Bestimmung  eines  einzigen  Integrals  eines  jeden  der 
Systeme  von  je 

2n—  1,  2n  —  3,  .  .  .,  3,  1 

gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Aehnliche  Betrachtungen  bezüglich  der  Bestimmung  der  Anzahl 
der  nothwendigen  und  hinreichenden  Integrationen  gelten,  wenn 
Jacobi's  Methode  der  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  angewendet  wird. 


3.  Kapitel. 

Historische  Uebersiclit  über  die  Methoden  zur  Behandlung  des 
Pfaff'schen  Problems. 


§  44. 

Die  bisher  betrachteten  totalen  Differentialgleichungen  sind  von 
solcher  Art,  dass  sie  aus  einer  einzigen  Integralgleichung  hergeleitet 
werden  können,  und  ihre  Coefficienten  genügen  einer  gewissen  Anzahl 
von  Bedingungen,  welche  nicht  nur  nothwendig,  sondern  auch  hin- 
reichend dafür  sind,  dass  jene  Herleitujig  wirklich  möglich  ist.  Es 
kann  aber  eine  Grleichung  unter  den  kleinen  Variationen  der  Variablen 
bestehen,  obwohl  nur  einige  oder  auch  gar  keine  der  Bedingungen 
für  die  Möglichkeit  der  Herleitung  aus  einer  einzigen  Grleichung 
erfüllt  sind,  und  es  entsteht  die  Frage  bezüglich  der  Form  des 
Integraläquivalents  einer  solchen  Grleichung,  wenn  es  ein  solches 
Integraläquivalent  überhaupt  giebt. 

§  45. 

Euler,  welcher  jede  Differentialgleichung  als  nothwendig  aus 
einer  Litegralgleichung  hergeleitet  ansah,  erklärte*),  dass,  wenn  die 
Bedingungen  nicht  erfüllt  sind,  die  Gleichung  einfach  absurd  ist  und 
keine  Bedeutung  hat.  Monge  hingegen**)  meinte,  dass  die  Absur- 
dität nicht  in  der  Annahme,  dass  die  Gleichung  eine  Bedeutung  haben 
könne,  liege,  sondern  vielmehr  in  der  Voraussetzung,  dass  das  Integral- 
äquivalent aus  einer  einzigen  Gleichung  bestehe,  und  er  erläuterte 
seine  Ansicht  durch  die  Bemerkung,  dass  die  totale  Differential- 
gleichung zwischen  drei  Variablen,  wenn  die  Bedingung  erfüllt   sei, 


*)  iDstit.  Calc.  Int.  Vol.  III,  Theil  1,  §  1,  c.  1  (2.  Ausg.),  S.  5. 
**)  Mem.  de  FAcad.  Royale  des  Sciences  (1784),  S.  535. 
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einer  Fläche  angeliöre,  dass  dieselbe  aber,  wenn  die  Bedingung  nicht 
erfüllt  sei,  eine  gewisse  Eigenschaft  einer  Curve  doppelter  Krümmung 
darstelle*),  obwohl  die  Curve  selbst  zu  ihrer  vollständigen  Darstellung 
zwei  Integralgleichungen  erfordert,  und  die  Differentialgleichung  werde 
durch  die  beiden  Integralgleichungen  zusammen  befriedigt.  Und  Monge 
folgerte,  dass  ein  Integraläquivalent  einer  totalen  Differentialgleichung 
zwischen  beliebig  vielen  Variablen  bestehen  könne  aus  einem  System 
von  Gleichungen,  deren  Anzahl  niemals  grösser  und  zuweilen  kleiner 
sein  könne,  als  die  um  Eins  verminderte  Anzahl  der  Variablen. 


§  46. 

In  diesem  Zustande  verblieb  die  Theorie  dieser  Gleichungen  bis 
zum  Jahre  1815,  wo  Pfaff  der  -Berliner  Akademie  seine  klassische 
Abhandlung**)  einreichte,  in  welcher  er  zu  dem  Resultate  kam,  dass 
ein  Integraläquivalent  einer  totalen  Differentialgleichung  zwischen  2n 
oder  2n — 1  Variablen  stets  gebildet  werden  könne  durch  ein  System 
von  Integralgleichungen,  deren  Anzahl  nicht  grösser  als  n  ist.  Mit 
Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  in  dieser  Abhandlung  zuerst  aus- 
gesprochenen Resultate  ist  das  Problem  der  Bestimmung  des  Integral- 
äquivalents einer  totalen  Differentialgleichung,  bei  welcher  die  in  Rede 
stehenden  Bedingungen  nicht  erfüUt  sind,  das  Pfaff'sche  Problem 
genannt  worden. 

Für  die  Gleichung  mit  einer  ungeraden  Anzahl  von  Veränder- 
lichen hatte  Pfaff  das  angegebene  Resultat,  betreffend  die  Anzahl 
von  Gleichungen  des  Integralsystems,  nur  als  Behauptung  aufgestellt 
und  zwar  offenbar  als  eine  Verallgemeinerung  aus  einigen  individuellen 
Beispielen.     Gauss***)   wiederholte    nur   Pfaff 's    Behauptung.     Die 


*)  Die  durch  die  GleichuDg  dargestellte  Eigenschaft  ist,  wenn  die  Bedingung 
nicht  erfüllt  ist,  einer  Schaar  von  doppeltgekrümmten  Linien,  ■welche  durch  zwei 
Integralgleichungen  definirt  werden,  gemeinsam;  wenn  aber  die  Bedingung 
erfüllt  ist,  so  wird  die  Schaar  von  krummen  Linien  von  allen  Curven  gebildet, 
welche  auf  einer  gewissen  Fläche  gezogen  werden  können,  und  die  Differential- 
gleichung, welche  jene  Eigenschaft  darstellt,  kann  als  zur  Fläche  gehörig  be- 
trachtet werden. 

**)  „Methodus  generalis  aequationes  differentiarum  partialium  nee  non  aequa- 
tiones  differentiales  vulgares,  utrasque  primi  ordinis,  inter  quotcunque  variabiles 
complete  integrandi."  Abh.  d.  k.  pr.  Akad.  der  Wiss.  zu  Berlin  (1814  —  1815), 
S.  76  —  136. 

***)  Gott.  gel.  Anz.  (1815),  S.  1025-1038.     Ges.  Werke  Bd.  3,  S.  231-241. 
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Lücke  wurde  erst  ausgefüllt  durch.  Jacobi*),  welclier  einen  Beweis 
für  die  Betiauptung  gab.  Von  Gauss  und  Jacobi**)  rühren  einige 
Verbesserungen  und  Erweiterungen  her  und  der  ganze  Gang  der 
Methode  wurde  durch  Untersuchungen  von  Cayley  über  schiefe 
Determinanten***)  bedeutend  einfacher  gestaltet.  In  diesen  Unter- 
suchimgen  kommen  Functionen  vor,  welche  bereits  in  den  Untersu- 
chungen von  Pf  äff  auftraten,  und  daher  werden  diese  Functionen 
Pf  äff 'sehe  Functionen  genannt. 

Die  von  Pf  äff  für  die  Herstellung  des  Integralsystems  angegebene 
Methode  hängt  von  der  schrittweisen  Verringerung  der  Anzahl  von 
DifFerentialelementen  in  der  gegebenen  Differentialgleichung  ab  und 
jede  Reduction  dieser  Zahl  um  eine  Einheit  wird  ausgeführt  mit 
Hülfe  der  Lösung  von  Systemen  gewöhnlicher  simultaner  Differential- 
gleichungen. 

Es  müssen  auf  diese  Weise,  wenn  Pf  äff 's  ursprüngliche  Methode 
angewendet  wird,  eine  Anzahl  von  Systemen  von  Hülfsgieichungen 
integrirt  werden.  Unter  den  bereits  erwähnten  von  Jacobi  herrühren- 
den Verbesserungen  betrifft  die  wichtigste  und  wesentlichste  Verbes- 
serung gerade  diese  Integrationen.  Er  zeigte f),  dass  die  Einführung 
der  „Anfangswerthe"  der  Variablen  —  welche  später  von  Lie  (Kap,  10) 
mit  so  grossem  Erfolge  bei  der  Theorie  des  Pfaff'schen  Problems 
benutzt  wurde  —  es  ermöglicht,  die  Integrale  des  ersten  Hülfssystems 
in  einer  Form  zu  nehmen,  welche  unmittelbar  zur  Transformation  der 
Gleichung  führt.  Diese  Vereinfachung  wurde  von  ihm  jedoch  nur  für 
die  Gleichung  mit  einer  geraden  Anzahl  von  Veränderlichen,  wenn 
die  Bedingungsgleichungen  nicht  erfüllt  sind,  ausgeführt.  Und  in  dem 
besonderen  Falle,  wo  der  Pfaff'sche  Ausdruck  im  Zusammenhange 
mit  der  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung auftritt,  zeigte  er,  dass  die  Integration  des  ersten  Hülfssystems 
ausreicht  für  die  Reduction  des  Pfaff'schen  Ausdrucks  auf  seine 
Normalform  und  daher  ausreicht  für  die  Integration  der  ursprüng- 
licben  partiellen  Differentialgleichung. 


*)  Grelles  Journ.  Bd.  2  (1827),  S.  347-357.    Ges.  Werke  Bd.  4,  S.  17— 29. 
**)  Vergl,   hierüber  (und  auch  in  Bezug  auf  Kap.  4)    eine  Abhandlung   von 
Mayer,  Math    Annal.  Bd.  17  (1880),  S.  523—530. 

***)  Vergl.  über  diese  Scott's  Theory  of  Determinants. 

t)  Crelle's  J.  Bd.  17  (1837),  S   97—162.     Ges.  Werke  Bd.  4,  S.  57-127. 
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§  47. 

Wesentliche  Ergänzungen  der  Entwickelung  der  Theorie  wurden 
erst*)  in  den  Jahren  1861  und  1862  durch  die  Abhandlungen  von 
Natani**)  und  Clebsch***),  sowie  durch  die  (eigentlich  zweite)  Aus- 
gabe von  Gr  rassmann 's  Ausdehnungsiehref)  gebracht.  Aus  einer 
Behauptung  Jacobi'sff)  kann  man  schliessen,  dass  er  schon  im  Jahre 


*■)  Wir  müssen  jedoch  eine  Abhandlung  von  Frisiani  „SulF  integrazione 
delle  eqnazioni  differenziali  ordinarie  di  primo  ordine  e  lineari  fra  un  numero 
qualunque  di  variabili"  erwähnen,  die  im  Jabre  1847  als  Anbang  zu  den  Effeme- 
ridi  Astronomiche  di  Milano  für  das  Jahr  1848  erschien.  In  dieser  Abhandlung 
giebt  der  Verfasser  ein  Resume  der  Theorie,  wie  sie  zu  jener  Zeit  bekannt  war, 
leider  ohne  einen  einzigen  Bezug  auf  andere  Autoren.  Er  deutet  die  Gauss'sche 
Transformation  (vgl.  später  §  68)  eines  Pfa  ff 'sehen  Ausdrucks  auf  die  reducirte 
Form  an;  er  löst  die  Hülfsgieichungen,  nachdem  er  sie  in  einer  (später  in  §  55 
gegebenen)  Form  erhalten  hat,  in  welcher  sie  für  die  Integration  am  einfachsten 
sind;  er  discutirt  die  Möglichkeit,  dass  die  Pf  äff 'sehe  Gleichung  durch  weniger 
Gleichungen,  als  die  kanonische  Zahl  beträgt,  befriedigt  wird,  wenn  unter  den 
Coefficienten  der  Differentialelemente  Relationen  bestehen,  und  wendet  schliess- 
lich die  Theorie  auf  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  an. 

**)  Crelle's  J.  Bd.  58,  S.  301—328,  datirt  vom  Januar  1860. 
***)  Crelle's  J.  Bd.  60,  S.  193-251;    Bd.  61,  S.  146  —  179,   datirt  vom  Sep- 
,tember  1860. 

t)  „Die  Ausdehnungslehre,  vollständig  und  in  strenger  Form  bearbeitet" 
von  Hermann  Grassmann,  Berlin  1862. 

Was  das  Datum  der  Vollendung  der  den  vorliegenden  Gegenstand  betref- 
fenden Abschnitte  anlangt,  so  kann  man  nur  sagen,  dass  dieselbe  vor  dem  August 
1861,  dem  Datum  der  Vorrede,  und  nach  dem  Jahre  1844  geschehen  ist,  weil 
er  in  dieser  Vorrede  bemerkt,  dass  die  Hinzufügungen  (welche  jene  Abschnitte 
enthalten)  die  Arbeit  der  zwischenliegenden  siebzehn  Jahre  seien.  Seine  Unter- 
suchungen über  die  Pfaff'sche  Gleichung  sind  wahrscheinlich  mit  zuletzt  abge- 
schlossen worden,  weil  er  für  die  Betrachtung  jener  Gleichung  einige  der  spä- 
teren Entwickelungen  seiner  Theorie  braucht,  Entwickelungen,  die  aus  ihrer 
Stellung  (§  504—510)  zu  schliessen  in  der  That  erst  speciell  für  diesen  Zweck 
angestellt  zu  sein  scheinen. 

In  der  historischen  Uebersicht  im  Texte  habe  ich  zuerst  einen  Auszug 
aus  den  Grassmann'schen  Resultaten  gegeben,  nicht  weil  er  offenbar  seine 
Untersuchungen  eher  als  Natani  oder  C leb  seh  abgeschlossen  hatte,  sondern 
weil  dieselben  bei  der  schrittweisen  Entwickelung  der  Theorie  in  natürlicher 
Weise  an  diese  Stelle  gehören.  Es  dürfte  überflüssig  sein  hervorzuheben,  dass 
aus  dem  Inhalt  und  der  Form  der  von  Grassmann,  Natani  und  Clebsch  ge- 
fundenen Resultate,  im  Verein  mit  dem  Datum  ihrer  Publication,  genügend 
deutlich  hervorgeht,  dass  ihre  Untersuchungen  vollkommen  unabhängig  von  ein- 
ander sind. 

tt)  Crelle's  J.  Bd.  29,  S.  253. 
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1845  im  Besitze  einiger  solcher  Ergänzungen  war;  da  aber,  wie 
später  (§  68)  gezeigt  wird,  seine  Behauptung  nur  aus  Pfaff's  allge- 
meinem Resultat  deducirt  ist,  so  lässt  sich  kein  sicherer  Schluss 
in  dieser  Beziehung  ziehen.  Sicher  ist,  dass  er  nach  dieser  verein- 
zelten Stelle  in  einer  einen  andern  Gregenstand  behandelnden  Abhand- 
lung nichts  mehr  publicirt  hat,  was  sieh  direct  auf  die  Theorie  des 
Pf  äff 'sehen  Problems  bezieht,  und  in  seinem  handschriftlichen  Nach- 
lasse fand  sich  nichts  darauf  Bezügliches  vor. 

§  48. 

Grassmann's  Methode  ist  wegen  des  ungewohnten  Charakters 
der  angewendeten  Behandlungs weise  schwieriger  zu  verstehen*);  im 
folgenden  geben  wir  die  Hauptzüge  seiner  Theorie. 

Er  stellt  zunächst  die  Differentialgleichung  zwischen  m  Veränder- 
lichen in  einer  Form  JLdx  =  0  dar,  wo  die  extensive  Variable  x 
m  Einheiten  umfasst.  Er  beweist,  dass,  wenn  das  äquivalente  Inte- 
gralsystem iz  Grleichungen  von  der  Form  u  =  c  enthält,  alsdann 

Xdx  =  U  Udu 
ist,  und  drückt  die  Bedingungen  aus,  welche  nothwendig  und  hin- 
reichend sind  für  die  Existenz  dieser  n  Integrale  —  Bedingungen, 
welche  zu  dem  Schlüsse  führen,  dass  2n  —  1  kleiner  sein  muss  als  w**). 
In  dem  Falle,  wo  m  gleich  2n  ist,  in  welchem  also  keine  Be- 
dingungen für  die  Gleichung  bestehen,  ist  der  erste  Schritt,  wie 
gewöhnlich,  die  Herstellung  einer  Hülfsgieichung,  deren  Integral  den 
Uebergang  zu  einer  neuen  Form  Ada  =  0  möglich  macht;  in  dieser 
Form  ist  a  eine  neue  extensive  Variable,  welche  nur  2n  —  1  Ein- 
heiten enthält.  Indem  er  alsdann  ein  Integral  derselben  annimmt, 
geht  er,  genau  so  wie  es  die  früheren  oben  erwähnten  Autoren  ge- 
than   haben,    zu    einer   keiner    Bedingung    unterworfenen    Gleichung 


*)  Vgl.  die  Anmerkung  am  Anfang  von  Kap.  5. 

**)  Es  wird  implicite  vorausgesetzt,  dass,  wenn  die  Coefficienten  einer  Glei- 
chung keiner  charakteristischen  Bedingung  genügen,  alsdann  die  Anzahl  der 
Variablen  gerade  ist,  so  dass  Grassmann  in  Wirklichkeit  nur  die  geraden 
Classen  von  keiner  Bedingung  unterliegenden  Gleichungen  betrachtet.  Natür- 
lich ist  dies  vom  Standpunkt  der  allgemeinen  Theorie  der  Pfaff 'sehen  Gleichung 
ein  Mangel;  es  wird  aber  erklärlich  durch  den  Umstand,  dass  bei  ihm  wie  bei 
Pfaff  die  Gleichung  ihren  Ursprung  in  der  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  hat,  in  welchem  Falle  die  Anzahl  der  Variablen  gerade  ist 
(vergl.  Kap.  7). 
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zwischen  2n  —  2  Variablen  über.  Das  vorige  Verfahren  wird  nun 
wiederholt  und  auf  diese  Weise  werden  die  n  Integrale  schrittweise 
erhalten. 

In  dem  Falle,  wo  m  grösser  ist  als  2n,  zeigt  er,  dass  das 
System  der  m  Hülfsgleichungen  —  das  „numerische"  Aequivalent  seiner 
einzigen  extensiven  Gleichung  —  nur  2n  unabhängige  Gleichungen 
enthält.  Durch  die  zulässige  Annahme,  dass  m  —  2n  der  numerischen 
Variablen  constant  sind,  erhält  er  eine  Transformationsbeziehung, 
welche,  auf  Xdx  =  0  angewandt,  dieselbe  in  eine  Gleichung  Ada  =  0 
verwandelt,  in  welcher  die  extensive  Variable  nur  m  —  1  Einheiten 
enthält  und  für  welche,  wenn  m  —  1  >  2w  ist,  die  Bedingungen  da- 
für, dass  das  Integralsystem  aus  n  Gleichungen  besteht,  erfüllt  sind. 
Dieser  Process  wird  von  Neuem  angewendet  und  fortgesetzt,  bis  er 
schliesslich  zu  einer  keiner  Bedingung  unterliegenden  Gleichung  ge- 
langt, deren  extensive  Variable  nur  2n  Einheiten  enthält.  Auf  diese 
Gleichung  wird  die  frühere  Methode  angewendet  und  so  nach  und 
nach  das  System  von  n  Integralen  erhalten. 

Die  Beschränkung  der  Methode  auf  Gleichungen  zwischen  einer 
geraden  Anzahl  von  Variablen,  wenn  dieselben  keiner  Bedingung  unter- 
liegen, ist  bereits  in  der  zweiten  Anmerkung  auf  voriger  Seite  hervor- 
gehoben, und  auf  einen  schwachen  Punkt  in  der  Anwendung  —  die 
Integration  des  Hülfssystems  —  wird  später  hingewiesen  werden  (§  80 
Anm.).  Einen  entschiedenen  Fortschritt  bedeutet  die  Methode  insofern, 
als  sie  ein  Verfahren  für  eine  Gleichung,  deren  Coefficienten  Beding- 
ungen genügen,  angiebt,  durch  welches  die  Anzahl  der  Integrale  unter 
diejenige  herabgedrückt  wird,  welche  von  der  allgemeinsten  Gleichung 
zwischen  der  gleichen  Anzahl  von  Veränderlichen  erfordert  wird,  und 
ein  weiterer  Fortschritt  ist  der  Ausdruck  der  Bedingungen,  welche 
für  diesen  Zweck  nothwendig  und  hinreichend  sind.  Grassmann 
beweist  indessen  nicht,  dass  seine  Bedingungen  von  einander  unab- 
hängig sind,  und  bemerkt  nicht,  dass  das  Erfülltsein  einiger  zufälligen 

Bedingungen,  z.  B.   wenn    das    lückenhaltige   Product      (^)        '^^^- 

schwindet,  die  reducirte  Form  modificiren  würde.  Diese  letztere  Mög- 
lichkeit wurde  nur  von  späteren  Autoren,  z.  B.  Clebsch  und  Lie, 
ins  Auge  gefasst,  welche  keinen  Bedingungen  unterliegende  Gleichungen 
zwischen  einer  ungeraden  Anzahl  von  Variablen  in  Betracht  zogen. 
Ferner  geziemt  es  sich,  auch  auf  die  bemerkenswerthe  formale 
Bündigkeit  seiner  Resultate  aufmerksam  zu  machen. 
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§49. 

Natani  und  Clebsch  wenden  zur  Lösung  des  Problems  Methoden 
an,  welche,  obwoM  im  Einzelnen  verschieden,  doch  eine  gemeinschaft- 
liche charakteristische  Grundidee  haben;  auf  dieser  Grundlage  wurde 
eine  Vergleichung  beider  Methoden  von  Hamburger*)  gegeben.  Die 
Grundidee  jeder  Methode  ist  die  schrittweise  Reduction  der  Anzahl 
der  Diflferentialelemente  in  der  Gleichung,  nicht  wie  bei  der  Pfaff- 
schen  Methode  durch  aufeinanderfolgende  Transformationen,  sondern 
mit  Hülfe  der  aufeinanderfolgenden  Glieder  des  der  Differentialglei- 
chung äquivalenten  Integralsystems,  und  die  Anzahl  von  Hülfsgiei- 
chungen, welche  zu  lösen  sind,  ist  beträchtlich  geringer  als  bei  dem 
Verfahren  von  Pf  äff.  So  wird  z.  B.  eine  Differentialgleichung  zwischen 
2n  Variablen,  deren  äquivalentes  Integralsystem  aus  n  Gleichungen 
besteht,  mit  Hülfe  eines  dieser  Integrale  auf  eine  Differentialgleichung 
mit  2n — 1  Variablen  zurückgeführt,  deren  äquivalentes  Integral- 
system nur  aus  it  —  1  Gleichungen  besteht.  Die  neue  Differential- 
gleichung wird  in  ähnlicher  Weise  mittels  eines  der  Integrale  aus 
ihrem  äquivalenten  Integralsystem  auf  eine  Differentialgleichung  mit 
2n  —  2  Variablen  reducirt,  deren  Integralsystem  nur  n  —  2  Gleichungen 
besitzt.  Und  so  geht  es  weiter  fort,  bis  man  eine  Differentialglei- 
chung zwischen  n  -\-  1  Variablen  erhält,  deren  äquivalentes  Integral- 
system aus  nur  einem  einzigen  Integral  besteht;  dieselbe  ist  daher 
von  der  bereits  betrachteten  Art  (Kaj).  1). 

Von  den  Methoden,  welche  von  diesen  beiden  Autoren  herrühren, 
ist  die  von  Natani  vorgeschlagene  die  einfachere  und  sie  ist  hin- 
sichtlich der  Ableitung  eines  particulären  Integralsystems  die  directere. 
Sie  hat  überdies  den  VoHheil,  dass  sie  durch  die  zufälligen  Schwierig- 
keiten, welche  entstehen,  wenn  noch  weitere  Bedingungen  erfüllt  sind, 
nicht  beeinträchtigt  wird.  Indessen  leidet  sie  an  dem  Mangel,  dass 
sie  nicht  vollständig  allgemein  ist.  Dieser  Mangel  ist  zum  Theil 
durch  die  Methoden  von  Clebsch  ergänzt  worden,  welcher  zeigt,  wie 
man  aus  irgend  einem  speciellen  Integralsystem  —  z.B.  dem  Satani- 
schen —  das  allgemeinste  Integralsystem  erhalten  kann.  Clebsch 
hat  zwei  Methoden  gegeben.  Seine  erste  Methode  ist  der  Natani 'sehen 
in  Bezug  auf  das  Ziel  analog,  sie  ist  aber  nicht  so  wirkungsvoll  bei 
Gleichungen  mit  einer  ungeraden  Anzahl  von  Variablen  (in  der  That 
giebt  er  nirgends  eine  entsprechende  Discussion  dieser  Art  von  Glei- 


*;  Grunert's  Archiv,  Bd.  60  (1877),  S.  185—214. 
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chimgen)  und  die  Methode  bleibt  eine  auf  schrittweiser  Reductiou 
beruhende.  Seine  zweite  Methode,  welche  in  ihren  Resultaten  ver- 
hältnissmässig  einfach  und  sehr  erfolgreich  ist,  beschränkt  sich  in 
seinen  Untersuchungen  leider  auf  keiner  Bedingung  unterworfene 
Grieichungen  zwischen  einer  geraden  Ajizahl  Yon  Veränderlichen.  In 
beiden  Methoden  von  Clebsch  werden  die  Resultate  nach  lanaren  und 
mühsamen  Rechnungen  auf  Systeme  von  simultanen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen gegründet. 

Somit  ist  die  hervorstechende  Eigenthü m  1  i chkeit  der  Methode  von 
Natani  die  schnelle  und  erfolgreiche  Bestimmung  irgend  eines  der 
Differentialgleichimg  entsprechenden  Systems  von  Integralgleichungen, 
während  die  hervorstechende  Eigenthümli  chkeit  der  Clebsch 'sehen 
Methode  die  nachherige  Verallgemeinerung  eines  solchen  Systems  und, 
für  eine  keiner  Bedingimg  unterliegende  Gleichung  zwischen  einer 
geraden  An.zahl  von  Veränderlichen,  die  vorherige  Bestimmung  eines 
solchen  allgemeinen  Systems  ist. 

Clebsch  sowohl  wie  Natani  haben  bei  ihren  bezüglichen 
Methoden  die  Wirkung  betrachtet,  welche  die  Kenntniss  eines  oder 
mehrerer  Integrale  der  Differentialgleichung  auf  die  Form  der  übrigen 
Integrale  hat;  in  dieser  Hinsicht  sind  die  Resultate  von  Clebsch  die 
einfacheren,  da  seine  Methode  zu  ihrer  Bestimmung  geeigneter  ist. 

Was  in  diesem  Theile  der  Theorie  noch  hauptsächlich  zu  wünschen 
bleibt,  das  sind  Erweiterungen  von  Clebsch's  zweiter  (und  allgemeiner) 
Methode  erstens  auf  Gleichungen  zwischen  einer  geraden  Anzahl  von 
Variablen  für  den  Fall,  dass  Bedingungen  bestehen,  und  zweitens  auf 
Gleichungen  zwischen  einer  ungeraden  Anzahl  von  Veränderlichen, 
mögen  nun  Bedingungen  bestehen  oder  nicht. 

§  50. 

Dies  wurde  indirect  und  theilweise  von  Lie  ausgeführt,  der  von 
einem  ganz  verschiedenen  Standpunkte  ausging*).  Derselbe  machte 
die  Theorie  der  Berührungstransformationen**)  zur  Basis  seiner  Unter- 
suchungen, speciell  in  Bezug  auf  die  Transformation  des  Differential- 
ausdrucks.     Er    begründete    das    Fortbestehen    des    Charakters    der 


*)  Seine  Abhandlungen  wurden  zu  verschiedenen  Zeiten  in  den  Jahren 
1873  und  1874  veröffentlicht;  die  beste  Uebersicht  über  die  Resultate  ist  seine 
Abhandlung  „Theorie  des  Pfaff'schen  Problems",  Arch.  for  Math,  og  Nat.  Bd.  II 
(1877),  S.  338—379. 

**)  Mayer  gab  eine  unabhängige  Begründung  dieser  Theorie;   vgl.  Kap.  9. 
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Normalform,  eine  Invarianten-Eigenscliaft,  welche  von  Clebscli  ohne 
Begründung  angenommen  worden  war;  und  die  Grleicliungen,  welche 
die  Beziehung  zweier  äquivalenten  Normalformen  zu  einander  geben, 
werden  aufgestellt  und  stimmen  mit  den  von  Clebsch  gegebenen 
überein.  Die  Kriterien,  welche  die  Anzahl  der  Functionen  in  der 
Normalform  und  daher  den  Charakter  der  letzteren  bestimmen,  werden 
gefunden,  und  wenn  diese  einmal  für  irgend  einen  Ausdruck  bekannt 
sind,  so  wird  der  Ausdruck  durch  die  Li e 'sehe  Methode  auf  einen 
äquivalenten,  keiner  Bedingung  unterworfenen  Ausdruck  mit  einer 
ähnlichen  Normalform  zurückgeführt.  Diese  Zurückführung  geschieht 
durch  eine  Anzahl  von  Substitutionen  von  der  Art,  wie  sie  ursprüng- 
lich von  Cauchy  (1819)  und  später  von  Hamilton,  Jacobi  und 
Mayer  angewendet  wurden.  Das  erste  Element  der  Normalform  des 
neuen  keiner  Bedingung  unterworfenen  Ausdrucks  wird  durch  eine 
partielle  Differentialgleichung  bestimmt  und  dieses  Element  wird  dann 
benutzt,  um  den  Ausdruck  in  einen  von  weniger  Variablen  zu  ver- 
wandeln. Die  Normalform  wird  schrittweise  erhalten,  indem  man 
mehrere  Male  hinter  einander  abwechselnd  ein  neues  Element  bestimmt 
und  den  Ausdruck,  welcher  durch  den  Gebrauch  dieses  Elementes  zu 
einem  bedingten  geworden  ist,  auf  einen  keiner  Bedingung  imter- 
worfenen  Ausdruck  reducirt.  Hat  man  die  Normalform  des  keiner 
Bedingung  unterworfeneu  dem  ursprünglichen  Ausdruck  äquivalenten 
Ausdrucks  gefunden,  so  ist  der  Ueb ergang  zur  Normalform  der 
letzteren  nur  eine  Sache  einer  bestimmten  Rückwärts-Substitution.  Das 
Integralsystem  der  gegebenen  Gleichung  wird  dann  aus  einem,  wenn 
wir  nicht  irren,  zuerst  von  Grassmann  angegebenen  Satze  in  seiner 
gewöhnlichen  Form  erhalten. 

Lie's  Resultate  bildto  eine  hervorragende  Erweiterung  der  Theorie. 
Seine  Untersuchungen  sind  nicht  insgesammt  neu,  wie  wohl  kaum 
erwartet  werden  kann;  aber  bei  seiner  Darlegung  liegt  ein  grosses 
Interesse  in  der  Anwendung  und  Combination  von  Ideen,  welche  in 
anderen  Zusammenhängen  auftreten. 

§  51. 

Zur  Zeit  der  Veröffentlichung  der  eben  erwähnten  Abhandlung 
von  Lie  hatte  Frobenius  seine  das  Pf  äff 'sehe  System  behandelnde 
Abhandlimg*)   bereits  vollendet  (Sept.  1876).     Er  discutirt  mehr  die 


*=)  „Ueber  das  Pfaff'sche  Problem";  Crelle^s  J.  Bd.  82  (1877),  S.  230— 315, 
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Theorie  der  Normalform  als  die  Integration  der  Grleicliung^  und  seine 
Uutersucliungsnietliode  ist  mehr  algebraisch  als  differential.  Er  findet 
die  zum  Pf  äff 'sehen  Ausdruck  gehörige  bilineare  Covariante  und  ver- 
wandelt dann  die  Pf  äff 'sehe  Function  und  die  Differential-Covariante  in 
homogene  algebraische  Formen,  welche  linearen  Transformationen  unter- 
worfen werden.  Es  wird  gezeigt,  dass  für  die  Transformation  einer 
Pf  äff 'sehen  Function  in  eine  andere  das  Fortbestehen  einer  gewissen 
mit  einem  Paar  charakteristischer  Determinanten  zusammenhängenden 
invarianten  ganzen  Zahl  nothwendig  und  hinreichend  ist;  die  Substi- 
tutionsgleichungen stehen  mit  der  Normalform  im  Zusammenhange. 
Auf  diese  Weise  gelangt  er  indirect  zur  Normalform;  ihr  Charakter 
wird  allein  bestimmt  durch  den  Werth  der  invarianten  ganzen  Zahl. 
Eine  kurze  Begründung  der  Hauptresultate  ist  in  §  168  gegeben. 

Das  neue  Interesse  der  Methode  liegt  hauptsächlich  in  dem  Zu- 
sammenhange der  Anzahl  der  Glieder  in  der  Normalform  mit  den 
kritischen  algebraischen  Bedingungen,  welche  zu  den  Cleb  seh 'sehen 
Differentialgleichungen  führen. 

§  52. 

Die  Arbeiten,  mit  denen  sich  Darboux  zu  dieser  Zeit  (1877) 
beschäftigte,  sind  sowohl  mit  denen  von  Lie  als  mit  denen  von 
Frobenius  verwandt.  Seine  Methode  simultaner  Systeme  von  Varia- 
tionen der  imabhängigen  Veränderlichen  ist  im  Wesentlichen  dieselbe 
wie  die  von  Frobenius,  welcher  zwei  Reihen  cogredienter  Variableu 
betrachtet;  und  diese  simultanen  Variationen  werden  angewendet,  um 
einen  Theil  der  Lie'schen  Theorie  der  Berührungstransformationen  zu 
begründen.  Alle  seine  Resultate  aber  beziehen  sich  auf  die  Theorie 
äquivalenter  Formen  der  Grleichimg  und  nicht  auf  ihr  Integralsystem; 
seine  Abhandlung*)  wurde  erst  im  Jahre  1882  publicirt  und  zu  dieser 
Zeit  waren  alle  seine  Resultate  bereits  anticipirt.  Deshalb  wird  hier 
nur  eine  kurze  Begründung  derjenigen  seiner  Sätze  gegeben,  welche 
sich  auf  die  Differentialgleichung  beziehen. 


*)  „Sur  le  Probleme  de  Pfaff",   Darb.  Bull.  2.  Serie  Bd.  6  (1882),  S.  14-36, 
49  —  68. 


Forsytli,  Theorie  der  Differentialgleichungen. 


4.  Kapitel. 
Pfaff's  Rediictioiismethode,  vervollständigt  dnrcli  Gauss  und  Jacobi. 


§  53. 

Die    allgemeinste  Form    der  totalen  Differentialgleichung   erster 
Ordnung  und  ersten  Grades  in  p  Variablen  ist: 
(1)  iß  =  X-^dx^  -\-  X^dx^  +  •  •  •  +  Xpdxp  =  0, 

wo  X,,  X^,  .  .  .,  Xp  Functionen  der  Veränderliclien  x-^^,  x^,  .  .  .,  Xp 
sind.  Da  die  Classe  von  Gleicliungen  ü  =  0  ^  welche  durch  ein  ein- 
ziges Integral  befriedigt  werden  können,  bereits  ausführlich,  erörtert 
worden  ist,  so  wird  im  Folgenden  angenommen,  dass  die  Be- 
ziehungsgleichungen zwischen  den  Grössen  X,  welche  die 
Möglichkeit  der  Herleitung  der  Differentialgleichung  aus  einer  ein- 
zigen Integralgleichung  ausdrücken,  nicht  sämmtlich  erfüllt  sind. 
Wenn  es  überhaupt  ein  Integraläquivalent,  d.  h.  ein.  System  von  Re- 
lationen giebt,  welche  frei  sind  von  Differentialelementen  und  mit 
Hülfe  deren  die  Gleichung  Sl  =  0  erfüllt  werden  kann.,  so  wird  der 
erste  Schritt  bei  der  Ermittelung  dieses  Aequivalents  naturgemäss  die 
Reduction  der  Differentialgleichung  auf  die  explicit  einfachste  Form 
sein,  welche  sie  annehmen  kann.  Wir  wollen  jetzt  beweisen,  dass  sie 
in  allen  Fällen   derart  transformirt  werden    kann,   dass    sie 

nicht  mehr  als  —p  oder  -^  (p  +  1)  Differentialelemeute  ent- 
hält, je  nachdem  p  gerade  oder  ungerade  ist. 

§  54. 
Führt  man  p  —  1  Functionen 

ein  unter  der  gegenwärtig  einzigen  Voraussetzung,  dass  zwischen 
ihnen  keine  Functionalbeziehung  besteht,   so  folgt  aus   dieser  Unab- 
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hängigkeit  der  Functionen  von  einander,  dass  sämmtliclie  ursprüng- 
liclie  Variablen  bis  auf  eine,  etwa  x^,  ausgedi-ückt  werden  können 
durcli  diese  eine  und  durcb  i/j,  v^j  .  .  .,  w^_i,  also  dargestellt  werden 
können  durch  Grleicbungen  von  der  Form 

\'^)  ^r  ^=   ^r  [U-f  y    ?'2 ;     •   •   •  7     '^p  —  1 7     ^p) 

für  r  =  1,  2,  .  .  .,  j)  —  1.  Wird  nun  £1  mit  Hülfe  der  Relationen  (2) 
transformirt,  so  nimmt  es  die  Form  an : 


Sl  =  Y^dUi  -|-  Fgf^Wg  +  •  ■  ■  +  Yp—idup—i  -\-  Ypdx^, 


wo 


(3) 


ist. 


Yr 

_  ^  8x               dx                                  dx^_. 

^1  dn^^    -^^du^    '              '     "^^-^     du^ 

für  r  =  1,  2,  .  .  .,  p  —  1    und 

Y, 

_  Y   ^"^^    1-  X  ^""'^    1            1     X        ^"^^-^ 

^1  dx^^  ^^dx,p    '            1     ^^^^-^     dx^ 

-H-Xp 


Die  Formen  der  Functionen  ti  können  wir  wiUkürlicli  bestimmen; 
wir  können  ihnen  auferlegen,  dass  sie  ^  —  1  unabhängige  Bedingungen 
erfüllen  sollen,  wobei  natürlich  diese  Bedingungen  mit  einander  ver- 
träglich sein  müssen;  und  mit  Rücksicht  auf  die  bezüglich  der  Formen 
der  Functionen  u  gemachte  Voraussetzung  gilt  das  nämliche  Princip 
auch  für  die  p  —  1  Functionen  in  (2). 

Als  eine  erste  Bedingung  legen  wir  den  Functionen  u  auf,  dass 
sie  so  gewählt  seien,  dass  der  Coefficient  von  dXp  in  dem  transformirten 
Ausdrucke  von  ^  verschwindet.     Dies  erfordert: 

«  x,|^^  +  x,|^^+...  +  x,_.'-^  +  x,  =  o. 

Ferner  seien  die  Formen  der  Functionen  Xr  in  (2)  derart  gewählt, 
dass  die  Verhältnisse  Y,. :  Yy  für  die  Werthe  2,  3,  ■  ■  ■,  p  —  1  von  r 
(was  im  Ganzen  p  —  2  Bedingungen  giebt,  also  soviel  als  noch  übrig 
bleiben)  unabhängig  von  Xp  sind.  Ist  dies  der  Fall,  so  kann  Xp  in 
Yj,  Y2,  .  .  .,  Yp—i  nur  dadurch  vorkommen,  dass  ein  sämmtlichen 
Grössen  Y  gemeinschaftlicher  Factor  M  auftritt,   so  dass  wir  haben: 

(5)  Yr  =  MUr, 

wo  Ur  nur  höchstens  %,  Mg?  •  •  •?  %— 1>  ^^^^  nicht  Xp  enthält,  während 
Xp,  wenn  es  überhaupt  in  Yr  vorkommt,  nur  in  dem  Factor  M  auf- 
tritt.    Da   Ur  unabhängig  von  Xp  ist,  so  haben  wir: 

dx^  '  dx/ 

17* 
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und  daher  sind  die  Grossen  Yr,  welche  in  (3)  vorkommen,  derart,  dass 

J^^_  _l_  dM _ 
Y'^dx^  —  ^J^^  —  ^ 
oder : 

ist  für  die  Werthe  1,2,...,^)  —  1  von  r.  Und  alsdann  muss  das 
System  von  j)  Gleichungen  (4)  und  (6)  befriedigt  werden  durch  die 
p  —  1  Functionen,  welche  in  (2)  vorkommen,  und  die  Grösse  \x,. 
Wofern  nicht  etwa  das  System  der  Gleichungen  (4)  und  (6)  entweder 
in  sich  einen  Widerspruch  enthält  oder  identischen  Relationen  unter- 
liegt, ist  dasselbe  genügend  zur  Bestimmung  der  Functionen  und  der 
Grösse  ^,  welche,  wenn  bestimmt,  die  Differentialgleichung  in 

ß  =  Wliü-i^du^  +  Uc^du.^  +  •  •  •  +  üp-idup-i)  =  0 

überführen,  wo  U^,  U^,  .  .  .,  üp—x  Functionen  von  u^,  tu^,  .  . ,,  w^—i 
allein  sind.  Wir  gehen  daher  über  zur  Betrachtung  der  Gleichungen 
(4)  und  (6). 

§  55. 
In  der  Function   Y^,  welche  durch  (3)  gegeben  ist  als 

müssen  die  ursprünglichen  Veränderlichen  x-^,  x,^,  .  .  .,  Xp—t,  wo  immer 
sie  in  den  Grössen  X  vorkommen,  ersetzt  werden  durch  ihre  Werthe 
als  Functionen  von  u^^u^j  •••?  '^h—'^j  ^py  ^^  ^^^^  vß^scn  jetzt  von  Yr  (welches 
in  seiner  ersten  Form  eine  explicite  Function  von  x^,  x^,  .  .  .,  Xp—i, 
Xp  und  den  p  —  1  Ableitungen  nach  Ur  ist)  annehmen  kann,  dass 
es  diese  p  —  1  Ableitungen  und  Xp  explicit  und  die  Grössen 
%,  u^,  ■  .  .,  Up—i,  Xp  implicit  dadurch  enthalte,  dass  dieselben  für 
x^^,  X2,  .  .  .,  Xp—t  eingeführt  sind. 

Nehmen  wir  nun  irgend   eiue   der  Grössen    Y,    so    können    wir 
schreiben : 

•TT-  -r^C'^i|-i^<7^2|  IV  P  —  ^ 

-^^^ig^  +  ^^g^"! ^  ^^-1  ~äF"' 

wo,  wenn  wir  Indices  ansetzen  wollen,  Y  und  u  den  gleichen  Index 
erhalten  müssen.  Nehmen  wir  beiderseits  die  Ableitung  nach  Xp  und 
bedenken  wir,  dass  infolge  der  obigen  Darlegung  Xp  in  X  explicit 
(infolge  ihres  ursprünglichen  Auftretens  darin)  und  implicit  (infolge 


[§  65]    Pfaff's  Keductionsmethode,  vervollständigt  durcli  Gauss  und  Jacobi.     101 

der  Eiuführmig  durcli  die  Substitutionen  für   x^,  x^,  .  .  .,  Xp—i)  vor- 
kommt, so  haben  wir: 

dx^  ^  dudx^'        ^dudx^^  '        ^^""-^   du'dx 


"*"  ^    du  \dx^   cx^  ~^  dx^  dXp'^  '"  ~^  ^^p-x     ^^p 


dx^, 


Nach.  Gleichung  (4)  aber  ist, 


C^l        I       -y       V  ^2        [  I        -y  p  —  1 


0  =  z^  +  Zi  ^  +  z,  p^  +  — ^x, 


und  somit,  wenn  wir  wiederum  beachten,  dass  u  in  Z  implicit  vorkommt 
infolge  ihrer  Einführung  durch  die  Substitutionen  für  x^,  x^,  . . .,  Xp^i: 

dxi    du   ~^  dx^    du  ~^         "*"  dx      j^      du 

"'"  .^4  Sa;^  \dx.   du     '     Sic«  ^M     '  dx^    -,      du    J 

t=i       p  \      1  -  p — 1 

■      _^  ^1       I     ■y       ^  »^2       r  I      y  i^  —  ^ 

Substituiren  wir  den  aus  diesen  Gleichungen  entnommenen  Werth 

dY 
der  letzten  Zeile  in  den  Ausdi-uck  für   t^ — ,  so  erhalten  wir: 

3a;„        .^l/  .i^    5m  Sa;^  dx^     '    ^J    dx^  du 
P         4  =  1    ^  =  1  P         t  5_i  p 

'^  ^^  iff  _  X^  '^  ^f  ^  ^i 
-^    ga;^    du        .^  ^^  dx-^  du  dx^ 

Werden   die   erste   und  die  letzte,   ebenso   die  zweite  und  dritte 
Summation  zusammengezogen,  so  ergiebt  sich: 

p  —  \     p—l  „  „  P  —  I  r, 

dY  _  ^  ^         ?ff  if,'  _1_  "V  — * 

J^  —  jdjj^  ^'^'  du  dx^^  +  ^  ^''P  du  ' 

P  6-  =  l       (  =  1  ^^  S  =  l 

WO  üs^t  wie  vorher  durch  die  Gleichung  bestimmt  ist : 

dX^        dX^ 

oder  schliesslich: 

dY  V^^W  I         V        r.  ^^^ 

ä^  =  ^  ä^    ^^''^  +  Zj  r^'^  g^ 


Nach  (6)  aber  ist : 
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dT 


dalier ; 


s  =  l 
p  —  1  o  p~~^   ^         (  p' — ' 


^2  ^^- ^ = ^  ä?  W^  +  ^  («•'.'  ä?)  • 

Diese  Gleichung  gilt  für  u  ^  u^,  U2,  ■  ■  .,  Up—i]  sie  stellt  daher 
ein  System  von  Gleichungen  dar,  welche  linear  und  homogen  sind  in 
Bezug  auf  gewisse  Grössen  von  der  Form: 

p  —  ^  /       P)    \ 
&s  =  as,p  —  ^X,  +  ^  [as,i  —-)  ■ 

Mit  Benutzung  dieser  Bezeichnung  werden  die  Gleichungen: 

(r=i,  2,  ...,^-1). 

Nun  ist  aber  die  Determinante  der  Coefficienten  der  Grössen  &  nicht 
Null;  denn  nach  Voraussetzung  sind  die  Functionen  in  (2)  von  ein- 
ander unabhängig  und  daher  verschwindet  die  Determinante 

C{jc^,  ajg ,  .  .  .,  x^ — jj 

d(Ui,  «2,  .  .  .,  Mp_i) 

nicht.  Das  System  der  Gleichungen  kann  daher  nur  befriedigt  werden, 
wenn  man  jede  der  Grössen  &  gleich  Null  setzt,  und  somit  erhalten  wir: 

f*^i     ==«i,iJ  ^  -r     «1,2  ^-f-    «1,3  g^  i \-d'i,p—i    2tx 

I  V  X-^  1  0X0^      I  I  p  —  1 

2        =0^2,p  -h  ^'2,1^—  -h        «2,3  ö—  i h  «2,^-1       n. 


(8){ 


fiAg      =«3,?;       -h       «3,iö— -|-      <^3,2^  i \-  aB,p-l~j-^ 

p  p  p 

I                     G  X-^     I  0X2  1                     ^"^3     I  I  P  —  1 

und 

-^        C*  X^     I  p  i332  I                    C  Xg      .  .  P  —  1 

Diese    letzte   Gleichung   wird  erhalten   aus   (4)  und  den    ersten 
p  —  1  Gleichungen  in  (8),  weil 
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}lXj: 


P 


/*^;j  — ] 


d  X„ 


dx., 


5a;, 


*p  —  l,2J 


dx^     ' 


da  alle  Glieder  zweiten  Grades  in  der  ersten  Ableitung  von 

nacli  Xp  verschwinden;  und  da  a^^t  =  —  ctt.s  ist,  so  ist  diese  Gleichung 
dieselbe  wie  die  letzte  von  (8).  Das  ganze  System  von  Gleichungen 
kann  in  der  Form  etwas  regelmässiger  gestaltet  werden.  Denn  sub- 
stituirt  man: 


(9) 


=  yp: 


Vr; 


SO  geht  dasselbe  über  in: 

«1,2^2  +  «1,3^3 + 

«2,1^1  +«2,32/3  + 

i^^)  ]  «3,  l2/l  +  «3,2^/2  + 


+  «l,p_iy^,_l  +  ai^pljp  =  Xi 
+  Cl'2,p  —  iyp  —  l  +  Ö2,p«/p  =  ^2 

+  tt-d,p—\yp—i  +  ciz,py2)  =  ^3 


■«/>,i2/i  +  «i',2«/2  +  ö'as^/s  H h  Op^p-iyp-i 


=  A„ 


.         §  56. 

Dieses  Gleichungssystem  ist  ein  System  von  p  algebraischen 
Gleichungen  zwischen  jJ  linear  vorkommenden  Grössen,  und  wofern 
die  Gleichungen  nicht  mit  einander  in  Widerspruch  stehen  oder  iden- 
tischen Relationen  unterworfen  sind,  werden  sie  diese  Grössen 
yi)  2/2?  •  '  •?  yp  bestimmen.  Wird  die  Determinante  der  Coefficienten 
auf  der  linken  Seite  mit  A  bezeichnet,  so  dass 

0,  01,2)       ^1,3,    •    ■    •,       (H,p 

«2,1?      Oj  ^^?,3,    •    •    -,       0,2, p 

«3,lj      «3,2)       0,         •    •    •;       «3,^3 


(11) 


A  = 


«/,!)      ffp,-2,        flp^S, 


0 


ist,  so  ist  die  Lösung  der  Gleichungen  (10)  von  der  Form 

(12)  Ayr  =  Vr, 

wo  Vr  der  Werth  der  Determinante  ist,  welche  man  erhält,  wenn  in 

letzterer  die  Colonne  ai,^,  a^^r,  «3,r,  •  •  •  durch  X^,  X^,  Xg,  .  .  .  ersetzt 

wird,  und  r  nimmt  die  Werthe  1,  2,  3,  .  .  .,  p  an. 
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§  57. 

Was  die  wirkliche  Bescliaffenlieit  des  Resultats  anbelangt,  so  sind 
drei  Fälle  zu  unterscheiden. 

Erstens,  wenn  die  Determinante  A  nicht  verschwindet,  so  sind 
die  Werthe  der  Grrössen  t/i;  y^j  ■  •  •>  Vp  ^  ^len  Gleichungen  (12)  ein- 
deutig und  bestimmt.  Das  System  (10)  ist  dann  ein  in  sich  ver- 
trägliches System  und  seine  einzelnen  Grlieder  sind  von  einander 
unabhängig. 

Zweitens,  wenn  die  Determinante  A  und  zugleich  sämmtliche 
Grössen  Vr  verschwinden,  so  sind  die  Werthe  der  Grössen  y^yy^,  •••,yp 
in  den  Gleichimgen  (12)  (in  ihrer  gegenwärtigen  Form)  unbestimmt. 
Die  einzelnen  Glieder  des  Systems  (10)  können  dann  nicht  unabhängig 
von  einander  sein. 

Drittens,  wenn  die  Determinante  A  verschwindet,  aber  einige 
der  Grössen  Vr  nicht  verschwinden,  so  sind  die  Werthe  der  ent- 
sprechenden Grössen  «/^  unendlich  gross  und  die  der  übrigen  sind 
unbestimmt;   ist  y^   unendlich  gross,   so  dass  fi  =  0  ist,  so  kann  es 

y         .  .  . 

vorkommen,   dass  die  Werthe  von  —  endlich  und  bestimmt  sind.   Das 

System  (10)  kann   ein  in  sich  verträgliches  System  sein  oder  nicht. 
Die   Hauptunterscheidung    zwischen    den    einzelnen   Fällen    wird 
daher  durch  den  Werth  von  A  gegeben. 

§  58. 

Nun  sind  die  Elemente  der  durch  (11)  definirten  Determinante  A 
derart,  dass  a^,«  =  —  CLs,t  und  «^^^  =  0  ist;  sie  ist  demnach  eine 
schiefe  symmetrische  Determinante*). 

Ist  p  eine  gerade  ganze  Zahl,  so  ist  die  Determinante  A  ein 
vollkommenes  Quadrat,  welches  infolge  der  besonderen  Formen  von 
X^,  X.2,  .  .  .,  Xp  verschwinden  kann,  aber  nicht  nothwendig  ver- 
schwinden muss. 

Ist  p  eine  ungerade  ganze  Zahl,  so  verschwindet  die  Deter- 
minante A,  welches   auch   die  Grössen  X^,  X^,  .  .  .,  Xp  sein  mögen. 


*)  In  Bezug  auf  die  Eigenschaften  solcher  Determinanten  und  ihrer  Minoren 
vgl.  z.  B,  Scott 's  Determinants,  Kap.  6,  §  4 — 16. 
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§  59. 

Wir  nelimen  zimächst  den  ersten  der  beiden  Fälle,  wo  p 
eine  gerade  ganze  Zalil  ist,  und  setzen  an  erster  Stelle  voraus,  dass 
A  nicht  verschwindet. 

Es  sei 
(13)  A  =  P/  =  P2; 

dann  ist  P  eine  Pf  äff 'sehe  Function  von  der  Ordnimg  p  und  bestimmt 
durch  die  Gresetze: 

P,  =  [l,  2,  3,  ...,p] 
p 
=  ^  «1,.  [s-  +  1,  s  +  2,  .  .  .,  p,  2,  ...,  s  —  1] 

s  =  i 
Fi  =  «1,2  . 

Ist  daim  As  die  zu  a^^t  gehörige  Unterdeterminante  in  A,  so  ist: 

wo  Pi^i,  für  i  <  Ä;  die  Pf  äff 'sehe  Function  ist,  welche  aus  P  erhalten 
wird,  wenn  man  in  dem  Symbol  [1,  2,  3,  ■  •  ■,  p)]  die  ganzen  Zahlen 
i  und  Je  weglässt. 

Also  wenn  s  <  r  —  1  ist,  so  ist: 
P,.  =  [1,  2,  .  .  .,  s-1,  s+  1,  .  .  .,  r  -  1,  rH-  1,  .  .  .,  p] 

=  (--iy-'[s+l,s  +  2,...,r-l,r-\-l,...,p,l,2,...,s-l]; 
wenn  s  =  r  —  1 ,  so  ist : 

Pr-,,r-=[l,  2,  ...,  ,--2,  r+1,  ...,p] 

=  (-  l)'-^[^^+  1,  r  +  2,...,p,l,..  .,  r-2] 
und  wenn  s  =  r  -f-  1 ,  so  ist : 

P;-  +  l,r  =  Pr,r-\-l 

=  -(-iy-'[r  +  2,r  +  3,...,p,l,...,r-l] 
(nach  dem  vorhergehenden  Falle)  oder : 

=  i-iy[r  +  2,  r+3,  ...,i9,  1,...,  r-1] 
und  schliesslich,  wenn  s  >  r  -f-  1 : 

-*-  s,  r  -^  r,s 

=  ~  [1,  2,  .  .  .,  r  -  1,  r  +  1,  .  .  .,  s  -  1,  s  +  1,  .  .  .,  i9] 

=  -(-l>'-^[s'+l,s  +  2,...,29,l,  ...,r-l,r+l,..,,s— 1], 
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SO  dass  in  allen  Fällen,  wo  p  gerade: 

ist,  wo  a,  b,  .  .  .,  k  die  ganzen  Zahlen  1,  2,  .  .  .,  p  (mit  Wegiassung 
von  s  und  r)  sind,  genommen  in  ihrer  cyklischen  Reihenfolge,  wobei 
man  mit  derjenigen  ganzen  Zahl,  welche  hinter  s  noch  übrig  bleibt, 
zu  beginnen  hat. 

Hiernach  werden  die  Grieichungen  (12) 

P'l/r  =   Vr 

P 


^  (-  1>+^PX,P,,, 


und  daher; 


p 
(-  ly-^Pyr  =  2(-  l>-^XPv 

s  —  1 


(14) 


p 
=  ^  X,[s+l,s+2,...,s-l] 

s  =  l 
=    Wr, 


WO  für  jedes  Grlied  unter  dem  Summenzeichen  rechts  die  ganzen 
Zahlen  Sj  s  -\-  1,  s  -{-  2^  .  .  .,  s  —  1  die  ganzen  Zahlen  1,  2,  ..., 
r  —  1,  r  -[-  1,  .  .  .,  p  in  ihrer  cyklischen  Reihenfolge  darstellen  und 
insbesondere  der  Coefficient  von  X^—i  gleich  [r  -f  1,  . . .,  p,  1,  •  •  •;  ''  —  2] 
und  der  Coefficient  von  Xr  gleich  Null  ist. 
Z.  B.  sind  für  p  =  4  die  Gleichungen: 

[1,  2,  3,  4]^,  =  +  Z,[3,  4]  +  X,[4,  2]  +  X,[2,  3] 

-  [1,  2,  3,  4]i/,  =  X,[3,  4]  +  X,14,  1]  +  ^^[l,  3] 
+  [1,  2,  3,  4]i/3  =  X,[2,  4]  +  X,[4,  1]  +  X,[l,  2] 

-  [1,  2,  3,  4]^,  =  X,[2,  3]  +  X,[3,  1]  -f  X,[l,  2], 

wobei : 

[^,  m]  =  a^,^ 

[1,  2,  3,  4]  =  «1,2^3,4  +  «i,3«4,2  +  ai,4«2,3; 
und  für  ^  =  6  sind  die  Grieichungen: 
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<y^  \i^  .;i^  ^iJ  %i 

kl  >^  M  M  ^ 

lO  »O  lO  lO  '^ 

^  ^  -^  co"  cd 


Es    möge    bemerkt    werden,    dass    nicht 
sämmtliche     Grössen     Wr    in    den     GHei- 
cliungeu  (14)  verschwinden  können;  denn 
sonst  müsste  die  Determinante  der  Coefficienten 
^^  '^^  "^  ^^  ^,.  der   nicht    verschwindenden    Grössen   X  in   TF" 

verschwinden,  dieselbe  ist  aber,  wie  man  leicht 
beweist,  gleich  P^~'^  und  daher  nach  der  gegen- 
wärtigen Voraussetzung  nicht  gleich  Null. 


+  +  +  +  +     . 

'^  X  X   >^        M 

cS  '^  of  c<r        <:o  Und  analog  können  auch  nicht  sämmt- 

^r  '-"i^  '-]^  ^^        oi^  liehe    Grössen    W,-   bis    auf   eine    einzige 

co~  ^    '^    '^o'         1 — I  .                              ... 

' — '  ' — '  ' — '  ' — '        ' — '  verschwinden.  Denn  bildet  man  die  Function 

+  +  +  +         + 

><><>^     >?><         x,w,-x,w,-\-x,w, x,w„ 

co^  co^  oi^         <^  "^  so  verschwindet   dieselbe  identisch,   und  daher 

co"  '^'^  '^        i-T  r-T  wüi-de,   wenn  sämmtliche   Grössen    Wr  bis  auf 

tfl  i£j  f£j        ^  Ä  eine,  z.  B.  W^,  verschwänden,  auch  X^W^  und 

-1-  +  +         +  H"  somit,    da    X^^   nicht    Null   ist,    auch    W^    ver- 

l^  ^         \>^  i>^  r^  schwinden,  so  dass  also  dann  sämmtliche  Func- 

^  '"L        ^  ^  '^I  tionen  W  verschwinden  würden,  was  nach  der 

S"  icT        cj'  S'  irT  Voraussetzung  über  das  Nichtverschwinden  von 

-rf'  -*"■        irT  ^  -=d\  A  eben  als  unmöglich  bewiesen  wurde. 

+      +  +      +      + 

X        X  X  X  X  _  _ . 

^       ^  ^  ^  ^  §  60. 

-^"        o'  lo"  '*"  -^""^  Es  folgt  alsdann,  dass,  wenn  |;  eine  gerade 

2L        i^  2!Lj  21i  21  ganze  Zahl  ist  und  A  nicht  verschwindet,   die 

+         ++'+"}"  Gleichimgen   (14)   eine   bestimmte  Lösung   der 

X   \^  t^  X   ^  Gleichungen  (10)  bilden.     Die  Grössen  y  sind: 

I — I    I — I    r— -1    I — I    1 — I 
CD     CO     "^     <^     iO 


cd^ 

cd" 

cd" 

yp  =  Jy     Vr 

1  ooc^ 

cd" 

<>r 

(>q 

(M 

(M" 

11 

1 1 

II 

1 1 

11 

1 1 

11 

1 1 

11 

1 1 

11 

daher  nach 

(14): 

1 1 

1— 1 

1 1 

1 — 1 

1 — 1 

^ 

1     ^^r_. 

CO 

CO 

CO 

CO 

CO 

cF' 

»s. 

•-^ 

r-           p 

lO 

lO" 

lO 

iC 

o 

O 

cd" 

CO' 

cd~ 

cd' 

cd"' 

CO 

J       =(- 

W 

^P 
P 

(Tq' 

0'^ 

c<r 

<>r 

G^" 

c^ 

T-i 
1 1 

1— T 

1 1 

T-T 

T-T 

T-T 

T-T 

1 1 

1 

und  somit: 
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Hiernacli  Haben  wir  zur  Bestimmung  der  "Functionen  ic^  in  §  54 
die  p  —  1  gewölmliclien  Differentialgleicliungen : 
(-tp\  dx^  dx^     dXg,  dXp_^ dx^ 

Gleichungen^  welche  das  Pfaffsche  Hülfs System  genannt  werden. 
Mindestens  zwei  der  Grrössen  W  sind  von  Null  verscliieden  und 
als  eine  dieser  von  Null  verschiedenen  Grössen  kann  TF^*)  genommen 
werden,  so  dass  die  Gleichungen  des  Hülfssystems  die  Grössen 
^17  ^2;  •  •  •;  ^p—x  ^-Is  Functionen  von  x.p  bestimmen,  welche  Functionen 
willkürliche  Constanten  enthalten.  Wir  können  daher  die  Integrale 
von  (15)  in  der  Form  annehmen: 

e/j   =^  ßj,        t/2  =  0^2;    ■  •  -J       "P  —  1   ^^^  flji  —  Xj 

WO  Jj,  Jg,  .  .  .,  Jp—x  von  einander  unabhängige  Functionen  von 
x^,  x^j  .  .  .,  Xp  und  a^j  a.2,  .  .  .,  %>— 1  willkürliche  von  einander  unab- 
hängige Grössen  sind,  die,  soweit  Variationen  von  Xp  in  Betracht 
kommen,  constant  sind. 

Nun  setzen  die  Substitutionsgleichungen  in  §  54  voraus,  dass 
x^,  a?2,  .  .  .,  Xp  —  \  Functionen  von  u^,  u^,  .  .  .,  «^—1  sowohl  als  auch 
von  Xp  sind,  während  die  eben  erhaltenen  Integralgleichungen  nur 
eine  von  diesen  Variablen,  nämlich  Xp,  enthalten.  Der  Grund  davon 
ist  der,  dass  die  Hülfsgieichungen,  welche  x^,  x^,  .  .  .,  Xp—i  geben, 
keine  Variationen  dieser  Grössen,  die  von  %,  Mg,  .  .  .,  tip—i  abhängig 
sind,  enthalten.  Somit  stehen  die  Grössen  u  in  derselben  Beziehung  zu 
den  Gleichungen  wie  die  Grössen  a  und  daher  wird  das  Hülfssystem 
noch  befriedigt  werden,  wenn  «j,  a^,  . . .,  (%,_i  durch  p  —  1  von  ein- 
ander unabhängige  Functionen  von  %,  «2?  •  •  •>  '^h—xy  z.  B.  also  durch 
**i?  %?  •  •  -7  "^h—x  selbst' ersetzt  werden. 

Wenn  dann  die  auf  diese  Weise  erhaltenen  Gleichungen  als  Sub- 
stitutionsgleichungen für  x^,  X.2,  .  .  .,  Xp—i  betrachtet  werden,  so  fällt 
das  Element  dXp  aus   der  Differentialgleichung  weg,   und  wenn  wir 

durch  den  Factor  M,  d.  h.  durch  e*^  ^^         dividiren,    so    fällt    die 

Variable  Xp  weg.  Die  Differentialgleichung  nimmt  also  dann  die 
Form  an: 


*)   Das  Hülfssystem   ist   symmetriscli   in  Bezug   auf  sämmtliche  Variablen 
der  ursprünglichen  Gleichung;  wenn  daher  W    verschwinden  sollte  und  W   ver- 
schwindet nicht,   so  kann  die  gewünschte  Reduction  der  Differentialgleichung 
dadurch  bewerkstelligt  werden,  dass  man  x    und  dx    an  Stelle  von  x    und  dx 
zum  Wegfall  bringt,  d.  h.  dass  dieselben  nicht  mehr  explicit  vorkommen. 
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ßj  =  UidUj^  +  tf^diL^  +  •  •  •  +  Up—xdup-^i  =  ^ } 
wo   U^,   U2,  .  •  .;   üp—i  Functionen  von  u^,  iL^y---?  "ifp—i   allein  sind. 
Wir  können  somit  den  folgenden  Satz  aussprechen: 
Wenn  die  Coefficienten  der  totalen  Differentialgleichung 
Sl  =  X^dx^  +  X.^dx^  +  •  •  •  +  X^ndx^a  =  0 
Functionen   von   x^,  x^,  ■  .  .,  X2n   von    solcher   Beschaffenheit 
sind,  dass  die  Determinante  A  aus  den  Elementen 
dX.       dX, 
'■^        8xj         dx.  ^  '-^  J     y       j       J 

nicht  verschwindet,  so  kann  die  Differentialgleichung  in 
eine  andere 

ßl  =    U^du^  -\-    U^du^  •••-(-    Ü2n~ld'il2n—l  =  0, 

wo  Ui,  U2,  ■  .  ■,  TJ^n—i  Functionen  von  u^,  u^,  .  .  .,  u^n—i  allein 
sind,  transformirt  werden  und  zwar  mit  Hülfe  der  Sub- 
stitutionen: 

^'1  =  "1?       ^'2  ^^^  "2;    •  •  •?    ^2n— 1  =  Jiii—l- 

Hierin  sind  die  Grössen  J^,  J^,  .  .  .,  J2«— i  Functionen  der 
Variablen  x^,  x^,  ■  ■  ■ ,  x^^n—i,  ^2n,  welche  derart  bestimmt 
sind,  dass 

"1   ^^   %7        ^2  ^^  ^'2}     •    •    -7    "2«— 1  ==  ^2«— 1 

2n — 1  unabhängige  Integrale  des  zur  ursprünglichen  Diffe- 
rentialgleichung Sl^O  gehörigen  Pfaff'schen  Hülfssystems, 
nämlich  Integrale  der  Gleichungen 

sind.  Und  die  Relation  zwischen  den  Grössen  Sl  und  ißj 
wird  dargestellt  durch: 

wo  P,  die  Quadratwurzel  aus  A,  die  aus  den  Coefficienten 
Xj,  Xg,  ...  .,  X2n  gebildete  Pfaff'sche  Function  ist. 

Eine  ähnliche  Herabminderung  der  Anzahl  der  Diffe- 
rentialelemente in  der  Differentialgleichung  um  eine  Ein- 
heit kann  bewerkstelligt  werden  mit  Hülfe  der  Substi- 
tutionen: 

/l  =  «Aj      /2  =^  "^2?    •  •  •;      hn—l  =  J^n—l, 

WO  Jj,  Jg,  .  .  .,  J^a—i  dieselben  Grössen   sind  wie  vorher,  und 
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fxifiy  ■••;/2»— 1  2'*  —  1  "^0^  einander  unabliängige  (aber  sonst 
willkürliclie)  Functionen  von 

sind. 

Bevor  wir  zum  näclisten  Falle  übergelien,  möge  bemerkt  werden, 
dass  dem  Pfaff'scben  Hülfssystem  eine  sebr  einfacbe  (von  Cayley 
berrübrende)  symboliscbe  Form  gegeben  werden  kann.  Ersetzen 
wir  Xm  durcb  ao,m  für  jeden  der  Indices  in,  so  erbalten  wir: 

p 
Wr  =  ^ ao,.[s  +  1,  s  +  2,  ...,  s-1] 

5  =  1 

=  [0,  1,  2,  ...,p], 
wo  in  der  Reibe  0,  1,  2,  . .  .^  p  die  ZabI  r  wegzulassen  ist;  und  somit: 
(_  lyw,  =  [>•  +  1,  »■  +  2/  ...,p,0,...,r-  1]. 

Das  Hülfssystem  (15)  nimmt  nunmebr  nacb  Weglassung  eines 
Factors  —  1  die  Form  an: 

[2,3,4,  ...,i9,0]  ^  [3,4,...,  i>,  0,1]  ""  [4,  5,^  .  . ,  p,  0,  1,  2]  =  '  '  ' 


[0,   l,2,...,p-l] 

im  allgemeinen  Falle;  und  für  den  speciellen  Fall  p  =  A  baben  die 
Grleicbungen  die  Form : 

dx^         dx^  dx^  dx^ 

[2,  ;^,  4,  0]   ^   [3,  4,  0,  1]  ^  [4,  0,  1,  2]  ^  [0,  1,2,3]' 


§  61. 

Es  möge  nun  ^  immer  nocb  wie  bisber  eine  gerade  ganze 
Zabl  sein,  es  werde  aber  vorausgesetzt,  dass  A  verschwindet,  also: 

p 
ä=^a,,,[s+l,  s+2,  ...,p,  2,  ...,  s-l]=0, 

WO  recbts  den  allgemeinen  Gesetzen  in  §  59  gemäss  aucb  andere  äqui- 
valente Summationen  genommen  werden  können. 

Es  sind  zwei  Fälle  zu  erörtern,  1)  der  Fall,  in  welcbem  niebt 
sämmtlicbe  aus  den  Grössen  aij  bestehende  Pfaff'scbe  Functionen 
von  der  Ordnung  p  —  2  verschwinden ;  2)  der  Fall,  wo  sie  sämmtlich 
verschwinden. 
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§  62. 

Im  ersteren  Falle  müssen  notliwendig  mindestens  zv^ei  der 
Grössen  Wr  auf  der  rechten  Seite  von  (14)  von  Null  verscliieden 
sein;  denn  jede  Pfaff'sche  Function  von  der  Ordnung  j?- — 2  kommt 
in  dem  Systeme  der  W  zweimal  an  complementären  Stellen  vor,  d.  li. 
wenn  sie  vorkommt  als  Coefficient  von  Xi  in  Wj^  so  kommt  sie  auch 
(vom  Vorzeichen  abgesehen)  als .  Coefficient  von  Xj  in  Wi  vor.  Es 
sei  Wp  eine  der  nichtverschwindenden  Grössen  W]  wäre  dieselbe  Null, 
so  würde  der  einzige  Unterschied  darin  bestehen,  dass  wir  versuchen 
würden,  aus  dem  Ausdruck  von  Sl  eine  andere  Variable  mit  demselben 
Index  wie  eine  der  nichtverschwindenden  Grössen  W  zum  Wegfall  zu 
bringen,  so  dass  sie  darin  nicht  mehr  explicit  auftritt. 

Wird  nun  Xr  in  Sl  um  eine  willkürliche  variable  Grösse  A,-  ver- 
mehrt, so  bleiben  die  Grössen  a^j  ungeändert,  wofern  nicht  r  gleich 
*  oder  j  ist  imd  dann  ist : 

so  dass : 

p 

A'=^<.[6 ■+  1,  s  +  2,  .  .  .,  ]y,  1,  ...,  s— 1] 

s=l 

=  ^(«r,^+^)[^^+l,  s  +  2,  ..,i.,  l,...,s-l] 


s  =  i 

p 

2 


^^"[s  +  1,  s  +  2,  ...,p,  1,  ...,  s-1], 


dx 

s  =  l  * 

weil  A  =  0  ist.  Da  Ir  eine  willkürliche  Grösse  ist,  so  kann  A'  nur 
verschwinden,  wenn  die  Coefficienten  der  Ableitungen  von  Xr  sämmt- 
lich  verschwinden,  und  dies  sind  diejenigen  Pf  äff 'sehen  Functionen 
von  der  Ordnung  p  —  2,  welche  in  Wr  vorkommen  Mindestens  zwei 
der  Grössen  W  in  (14)  verschvdnden  nicht;  es  seien  dies  Wp  und 
wenigstens  eine  andere,  die  wir  als  Wr  nehmen  können. 

Wir  haben  daher  ein  neues,  (14)  analoges  System  von  Gleichungen 
von  der  Form: 

(-i)"-ipV=>i^«'; 

und  diese  geben: 

(.^=l,  2,  ...,p-l) 


■dx\ 

W 

n 

jdxj 

= 

(- 

-1)'^ 

n 

.     p/ 

p 

1 

^; 

f*' 

p' 
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Wir  gelangen  nun  zu  den  frülieren  Grleicliungen,  indem  wir  die 
willkürliclie   Grösse   1    gleich  Null    setzen.    Die  ^  —  1    Grleicliungen, 

welclie  die  neuen  Werthe  von  1^ — )   geben,   werden   dann   dieselben 

wie  die  Grleichungen  (15),  welche  somit  auch  unter  den  gegenwärtigen 
Verhältnissen  noch  gelten.  Die  modificirte  Form  von  P'  aber  ist  P, 
dessen  Werth  Null  ist,  und  Wp  geht  über  in  Wp  und  ist  nicht  Null; 
demnach  ist  die  modificirte  Form  von  ^\  welche  das  ursprüngliche 
II  ist,  gleich  Null  und  daher  (§  54): 

1  gJf  ^  ^ 
Mdx^       -^' 

so  dass  M  imabhängig  von  Xp  ist.  Berücksichtigt  man  dann  die  Ent- 
stehung von  i^f  in  §  54,  so  folgt,  dass  M  entweder  eine  Kon- 
stante oder  eine  Function  von  x^^,  x^^  .  .  . ,  Xp—x  ist. 

Wir  schliessen  daher: 

Der  Satz  des  §  60  ist  noch  gültig,  wenn  die  Determi- 
nante A  verschwindet,  und  die  Grleichungen  (15)  bleiben  als 
Hülfssystem  für  die  gewünschte  Reduction  bestehen,  vor- 
ausgesetzt, dass  wenigstens  zwei  der  Grössen  W  von  Null 
verschieden  sind.  Die  Folge  des  Verschwindens  von  A  ist 
nur,  dass  ü  in  ß^  transformirt  wird,  ohne  dass  man  irgend 
einen  Xp  enthaltenden  Integralfactor  wegheben  müsste,  denn 
ein  solcher  Factor  kann  dann  nicht  vorkommen. 

Wenn  einige  der  Grössen  Wn  in  den  Hülfsgieichungen  verschwin- 
den, so  brauchen  wir  nur  das  evidente  Resultat  hiervon  formell  zu 
erwähnen,  nämlich  dass  dann  die  entsprechenden  Variablen  in  ß 
nicht  transformirt  zu  werden  brauchen.  Denn  in  einem  solchen  Falle 
ist  ein  Integral  des  Hülfssystems  gegeben  durch 

11.JH  Xji  • 

Beispiel  1.  Die  von  Monge  (a.  a.  0.  §  45,  S.  533;  ein  Integral- 
äquivalent derselben  wird  von  ihm  in  drei  Gleichungen  gebildet) 
gegebene  Gleichung 

^  =  x^dx-i^  -\-  x^ dx^  -j-  Xydx^  +  x^dx^  =  0 

fällt  unter  diesen  Fall,  denn  A  ist  Null  und  das  Hülfssystem  ist 

CtiiJCi  et  Xn  Cv  OCn  CvOua 

X^  X^  X^  Xi  -\-  x^  —\-  x^ 

Integrale  dieses  Systems  sind: 
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i'i      ^^^— ■     jCt  €7-9 

und  alsdann: 

ß  =  -  (2 «2  —  Ui)äiti  —  Y  («1  +  th)dit2  +  y  f?M3  • 

Beispiel  2.     Analoges  gilt  für  die  Gleichung: 
Sl  =  0  ==  {(x-i^  -}-  a)s  -\-  Xj^}  dXi  -\-  {(x2  -\-  a)s  -\-  x^^ ]  dx^ 

worin  a  eine  Constante  und  s  den  Ausdruck  .-r^  +  ^2  4"  ^3  +  ^4  ^6- 
zeiclmet.  Man  findet,  dass  die  Determinante  A  verschwindet,  dass  das 
Hülfssystem  drei  Integrale  hat,  als  welche  genommen  werden  können: 

Wj^  =  X-^^  ~p  X.2  ~y"  X^  ~[~  X^ 
llg  —  X^"  —y'  X^  ~f~  X-^  ~}~  37^ 
Mo  =  Xi     ~p"  Ä^2     "i~  *^3     "1        4    > 


und  dass 


ist. 


£1  =  —  Uy  du^  -\-  au^  duy  -\-  y  du^ 


Beispiel  3.  Es  kami  vorkommen,  dass  A  verschwindet,  weil  sämmt- 
liche  Elemente  einer  Reihe  in  ihr  gleich  Null  sind;  z.  B.  können 
«1,2,  «1,3;  •  •  ■,  f'j,;;  sämmtlicli  verschwinden.  Diese  geben  die  Rela- 
tionen: 

Demnach  giebt  es  eine  Function  ii  von  solcher  Beschaffenheit,   dass 

-y-        du 

ist,  wo  Vr  unabhängig  von  r^j  ist,  aber  eine  Function  von  x^,  x..,  . . . ,  Xp 
sein  Tiann.    Alsdami  ist 

Sl  =  du  -\-  v^dx.2  -\-  v^dx.^  +  •  •  •  +  VpdXp . 
Auf  diese  Weise   ist    die    gewünschte  Reduction  ausgeführt  und  der 
Multiplicator  M  ist  1. 

Porsyth,  Theorie  der  Differentialgleicliungeii.  8 
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§  63. 

Im  zweiten  Falle,  in  welcliem  sämmtliclie  Pfaff'sclien  Func- 
tionen von  der  Ordnung  p  ■ —  2  ebenso  wie  A  verscli winden,  muss  es 
eine  niedrigere  Ordnung  geben,  für  welche  die  Pfaff'sclien  Functionen 
nicht  sämmtlich  verschwinden;  denn  es  ist  vorausgesetzt,  dass  die 
Grössen  üg^t  nicht  sämmtlich  verschwinden.  Diese  Ordnung  sei  m  und 
es  werde  angenommen,  dass  [1,  2,  ...  ,  m],  [2,  3,  .  .  .,  m  -j-  1]  und 
andere  dieser  Ordnung  nicht  verschwinden,  dass  aber  sämmtliclie 
Pfaff'sclien  Functionen  des  Systems  von  der  m  -f-  2'®"  und  von  höherer 
(gerader)  Ordnung  verschwinden. 

Wir  kömieii  das  Resultat  von  §  62  anwenden.  Werden  m  -\-  1 
neue  Variablen  u^,  u^,  .  ■  ■ ,  ««+2  eingeführt,  welche  Functionen  von 
Xi,  x.j,  .  .  .  ,  Xp  von  solcher  Beschaffenheit  sind,  dass,  wenn  wir  die 
Werthe  von  X2,  x.^,  .  .  .  ,  Xi,c+2  in  ^  substituiren,  das  Glied  mit  dx^ 
fortfällt,  so  erhalten  wir: 

p 

Sl  =  ^liU^du^  +    U.ßUz  +  •  •  ■   +    ?7„i  +  2(?^«m  +  2)  +  ^  YrdXr 

und  die  Grösse  M  ist  unabhängig  von  x^ .    Es  soll  nun  gezeigt  werden, 

dass   Yr  {r  =  m  +  3,  .  .  .,  p)  explicit  unabhängig  von  Xi  ist,   so 

dass  es  also  eine  Function  von  it^,  .  .  .,  tim+2,  Xm+s,  .  ■  ■■)  Xp  allein  ist. 

Durch  Vergleichung  der  beiden  Ausdrücke   für  ß  erhalten  wir: 

Yr=Xr    +    2j-^^^ 

6-  =  2  r 

für  die  Werthe  w  +  3,  ■  ■  .,p  für  r.    Hieraus: 

m+2 


2 

OT+2 


ax. 

dx^ 

dx^ 

dxi 

dx^ 

ß^s 

dx.^ 

\dx^ 

V 

d^x^ 

+  ^    dx.^  \dx,   "1"  dx,    dx,   "f"  f"  dx^.^     dx,    ) 


«j-f2 

+  ^  -^  dx^dx^ 
4=2  ^     ^ 

Da  aber  dx^   in   dem  zweiten  Ausdrucke  für  ii  fehlt,  so  haben  wir: 

0  =  Äi  +  A2  ^  H h  A,,+2  ~^— • 

Nimmt  mau  nun  die  vollständige  Ableitung  beider  Seiten  in  Bezug 
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auf  Xr  und  subtraliirt  man  von  dem  Wertlie  von  -^-^  die  rechte  Seite 

der  abgeleiteten  Gleicliimg,  so  findet  man  leicht  (nach  einer  ähnlichen 
Anordnung  der  Grlieder  wie  in  §  55)  die  Gleichung: 

^^r  .  dx.j,      .  ,  ^^m  +  2 

T^  =  «^,1  +  «r,2  g^  H 1-  ar,,«+2  -g-^ 

?n+2  „  r, 

+  2/  g^,  K^  +  «^^^  ä:^:  +  ■  •  •  +  «V.+2  -^^j  • 

Nach  den  §§  60  und  62  sind  aber  die  Werthe  der  Functionen 
x.2y  .  .  .,  Xm+2  bestimmt  durch  Gleichungen  von  der  Form: 

dXi  dx^      dXg    ^•^■m+2 

wo  die  Grössen    W,  definirt  wie  in  §  59,  von  der  Form  sind: 

711+2 

TF,-  =  ^X,[s  +  l,  s  +  2,  ...,  s-l], 

und,  wie  in  den  andern  Fällen,   ist    W^  von  0  verschieden,  während 
die  Grösse  ^i  im  gegenwärtigen  Falle  verschwindet. 

Nun  zeio-t  ein  Blick  auf  die  Gleichungen  für  den  besonderen 
Fall,  welche  dieselben  sind  wie  (8)  in  dem  allgemeinen  Falle,  abge- 
sehen davon,  dass,  wie  eben  bemerkt,  fi  verschwindet,  dass  der  Coeffi- 

cient  jedes  der  Glieder  ts —  {s  =  2 ,  .  .  .  ,  m  -\-  2)  in  -^^  verschwindet, 

C  X^  0  iCj 

so  dass 

^^r  ,  dx^      .  ,  ^^m  +  2 

-^  —  ür.X   4-   a,,2   ^   -j  h   «r,m  +  2  -^^ 

ist.     Substituirt  man  auf  der  rechten  Seite  für  die  verschiedenen  Aus- 

drücke  ^^ ,  ^^ ....  ihre  Werthe  ausgedrückt  durch  die  Grössen  W, 

so    ergiebt   sich  aus    den  Eigenschaften  der  Pf  äff 'sehen  Functionen 
leicht,  dass 

^^d^==2  ^^^^>  2,  3,  .  .  . ,  s  -  1,  r,  s  +  1,  . .  . ,  ^»  +  2] 

^  s  =  2 

ist. 

Die  Coefficienten  von  Xg  auf  der  rechten  Seite  sind  aber  sämmt- 
lich  Pf  äff 'sehe  Functionen  von  der  Ordnung  m  -j-  2,  welche  nach 
unserer   Anfangs    gemachten    Voraussetzung    verschwinden;    demnach 
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haben  wir,    da    W^   niclit  verscilwmdet,   -^^-  =  U,    d.  h.    die    Coeffi- 

cienten    Y^  werden    explicit  unabhängig  von   der  Veränderlichen  Oi\, 
wenn  die  Substitutionen  ausgeführt  sind.     Daher: 

Wenn  sämmtliche  Pfaff  sehen  Functionen  von  höherer 
als  der  »i*®^  Ordnung  verschwinden,  so  braucht  man  nur 
Grleichungen  für  m  -f-  2  Variable  analog  denjenigen  in  §  62 
anzuwenden  und  auf  diese  Weise  die  ersten  m -\- 2  Glieder 
des  Differentialausdrucks  durch  Einführung  von  neuen  durch 
diese  Grleichungen  bestimmten  Variablen  auf  m  -f-  1  Glieder 
zu  transformiren.  Wird  diese  Transformation  mit  Hülfe 
dieser  Variablen  durch  den  ganzen  Ausdruck  iß  ausgeführt, 
so  werden  sämmtliche  Coefficienten  explicit  unabhängig  von 
derjenigen  Variablen,  deren  Differentialelement  zum  Weg- 
fall gebracht  ist,  so  dass  es  nicht  mehr  explicit  vorkommt*). 

§  64. 

Für  den  Fall,  wo  p  eine  gerade  ganze  Zahl  ist,  sind  nunmehr 
sämmtliche  Möglichkeiten  erörtert  und  es  hat  sich  das  folgende  all- 
gemeine Resultat  ergeben: 

Ein  Differentialausdruck  i$i,  welcher  eine  gerade  Anzahl 
von  Differentialelementen  enthält,  kann  stets  in  einen  an- 
dern transformirt  werden,  welcher  die  nächstniedrigere  un- 
gerade Anzahl  von  Differentialelementen  enthält:  die  für 
diese  Transformation  nothwendigen  neuen  Variabein  werden 
wie  in  den  §§  60,  62,  63  bestimmt,  je  nach  den  Eigenschaften 
der  Coefficienten  in  'ß;  und  die  neuen  Coefficienten  sind 
derart,  dass  sie,  abgesehen  von  einem  (etwaigen)  gemein- 
samen Factor,  nur  die  (geringere  Anzahl  von)  neuen  Variab- 
len enthalten. 

Diese  Transformation,  durch  welche  die  gerade  Anzahl  von  Dif- 
ferentialelementen um  eine  Einheit  reducirt  wird,  kann  die  gerade 
Reduction  genannt  werden  und  es  ist  dabei  im  Gedächtniss  zu  be- 
halten, dass  durch  diese  gerade  Reduction  die  Anzahl  der  Variablen, 
welche  in  den  neuen  Coefficienten  (abgesehen  von  dem  etwaigen  ge- 


*)  Die  Wirkung  des  Veischwindens  von  A  und- seiner  Minoren  anf  die  Form 
des  reducirten  Normaläquivalents  von  ß  vfird  später  discutirt  werden  (§117  u.  ff.; 
§  144  u.  ff.).  Zweck  des  gegenwärtigen  Kapitels  ist  es,  die  Möglichkeit  der  Re- 
duction in  den  Umrissen  der  ursprünglichen  Pfaff'schen  Abhandlung  zu  zeigen. 
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meiuscliaftliclien  Factor)  vorkommen,  ebenfalls  um  eine  Einheit  herab- 
gemindert wird. 

Diese  gerade  Reduction  ferner  ist  nicht  die  einzige  ihrer  Art. 
Zum  Zwecke  der  Transformation  werden  nämlich  gewisse  neue  Va- 
riablen eingeführt,  welche  aus  der  Integration  gewisser  Differential- 
gleichungen sich  ergeben.  Obwohl  nun  alle  Lösungen  dieser  Differen- 
tialgleichimgen  einander  functional  äquivalent  sind,  so  können  doch 
die  Formen  derselben  verschieden  sein  und  daher  können  verschiedene 
Systeme  von  neuen  Variablen  eingeführt  werden,  die  unter  sich  in 
einem  gewissen  functionalen  Zusammenhange  stehen  und  deren  jedes 
zu  einer  geraden  Reduction  führt. 


§  65. 

In  dem  Falle,  wo  p  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist,  verschwindet 
die  Determinante  A  identisch,  welches  auch  die  Werthe  der  Grössen 
X  sein  mögen,  so  dass  also  der  in  §  61  eingeschlagene  Gang,  bei 
welchem  eine  vor  der  Hand  nicht  verschwindende  Determinante  ge- 
bildet wurde,  nicht  mehr  zum  Ziele  führt. 

Nun  verschwinden  aber  im  Allgemeinen  die  ersten  Minoren  von 
A  nicht,  so  dass  die  Werthe  der  Grössen  ijr  unendlich  sind.  Anstatt 
diese   unendlichen  Werthe   zu  nehmen,    welche  zur  Bestimmung  der 

d  X 
Werthe  der  Grössen  ^  dienen,  kehren  wir  zu  den  Gleichungen  (4) 

und  (8)  zurück  und  behalten  von  diesen  Gleichungen  (8)  alle  bei  l)is 
auf  die  letzte,  welches  die  durch  Multiplicatiou  mit  dem  Factor  ^ 
transformirte  Gleichung  (4)  ist.  Ist  ft  nicht  Null,  so  kann  die  letzte 
Gleichung  von  (8)  beibehalten  werden;  ist  dagegen  /li  =  0,  so  nehmen 
wir  (4)  an  Stelle  dieser  letzten  Gleichung. 

Indem  wir  diese  FäUe  der  Reihe  nach  betrachten,  haben  wir  zu- 
nächst aus  dem  vollständigen  System  (8)  die  Relation: 

p 

WO  Ar^j)  der  Minor  von  a,-^p  in  der  Determinante  A  ist,  und  somit,  da 
ft  nach  Voraussetzung  nicht  Null  ist: 

p 

X  ;    -^r  A-r^p  =  0  , 

oder,  wenn  wir  für  Ar^p  seineu  Werth  substituiren: 
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p 
2X[r+l,  r  +  2,  .-.,  r-l]  =  0. 

Ist  zweitens  ft  =  0,  so  lösen  wir  die  ersten  jj  —  1  Gleichimgen 
von  (8)  auf  und  substituiren  die  daraus  sicli  ergebenden  Wertbe  von 

d  X,    ^ 

^— ^  in  (4);  multipliciren  wir  dann  mit  [1,  2,  o,  .  .  .,  p  —  1],  welches 

im  Allgemeinen  nicht  Null  ist,    so   gelangen  wir  wieder  zu  der  im 
ersten  Falle  erhaltenen  Bedingung. 

Es  ergiebt  sicli  daher,  dass,  wenn  die  Htilfsgleichungen  ein 
in   sich  verträgliches  System   bilden   sollen,   die  Bedingung 

p 
^X,[r+1,  r  +  2,  ...,r-l]  =  0 

r  =  l 

erfüllt  sein  muss. 

§  66. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  enthält  das  System  nur 
höchstens  p  —  1  von  einander  unabhängige  Grleichungen  und  diese 
reichen  nicht  aus,  um  (i  und  die  j3  —  1  Ableitungen  nach  Xp  zu  be- 
stimmen. 

Um  Sl  =  0  in  eine  Grleichung  zu  transformiren,  welche  eine  Va- 
riable weniger  enthält  und  in  der  das  Differentialelement  dieser  Va- 
riablen nicht  vorkommt,  verfahren  wir  wie  in  §  63.  Indem  wir  für 
den  Augenblick  die  Variation  von  x^  weglassen,  transformiren  wir 
den  Ausdruck 

X^dx.^  -f-  X^dx^  _|_  .  .  .  _|_  XpdXp 
in: 

M{U,du^  +  U,du,  +  •  •  •  +Up-,dup-,) 
mittels  der  Gleichungen: 

ftAg  =  02,  jB  -h  «2,3  -^  -r  «2,4  Y^  -r  •  •  •  -r  «2,p-i "  ^^ 

iiXp=  ö^^_2  ^  _|-  «^^^3  ^  _{_ _^  ap,p_^  -^  . 

Ist  dann 

ß  =  X^dXi^  -\-  X^dx^,  +  •  •  •  +  XpdXp 

=  MiJJ.idu^  -j-  U^du^  +  •  •  ■  +  Up—id'iip—i)  +  Y^dx^ 
und  berücksichtigt  man  jetzt  wieder  die  Variation  von  x^,  so  hat  mau: 
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-»^1  =  -^1   +   ^^2  ^  +   ^3  ^    + h   ^P-^ 


und  ferner: 


U  —  A_p  -j-  Ag  ^—  -j-  Ag  ^--   -}-•■•  -j-   Ap_i  -^^— 


5a;„ 


3^^ 


Aus  der  ersten  erhält  man,  wie  in  §  63: 


ar,      aXi 


i>-i 


axi  dx^ 


P  P  s=2  s     ^     p 


—  ,     /  +    >    X 


2 

;  =  2 


a'*. 


+ 


1  =  2 


dx,   /dX. 

V 

p 
und  aus  der  letzten: 


h   fdX. 


p-X 


p-i 


a,,      '    jiLJ    dx.  dx,     '    .^J  dx.dx,„ 

•'^  ao;^,  /ax^.      dx^  dx^  ax.   aa;^_A 

"■    ji^   dx,,   \dxi     '    0X2   8xj^     '  "•"  dx      i     dx^    J 


ax.  dx.^, 

i^2    ''"i^     '""'  ■'""^    ""'  ■'"*^- 

Subtrahirt  mau  die  letzte  Gleicliimg  von  der  vorhergehenden,  so  folgt: 


dl\ 


p~\ 


p-i 


j-  =  <^hP  +  ^  «1,.-  ä-T  +  -^  ä:;^  r''>^^  +  2j  ''^^j 


p-i 


dx^. 


ex,. 


Der   Coefficient  von   ;=-^  auf  der  rechten  Seite  ist  fiXg.    Wir  setzen: 

dXi  ' 

/^  I  a^'g     ,  aa:'3      ,  ,  ^^p  —  i 


so  dass  ist: 


ar, 
aic„ 


a^ 

aa;, 


Substituirt  man  aus  den  oben  bei  der  vorbereitenden  Transforma- 

d  Xr  ^  ^' 


tion    benutzten  Hülfsgieichungen    die   Werthe    für  ■—- , 
so  erhält  man: 

0   ,    «1,  2;    «1,  3,  •  •  • ,    ai,p 


■p-1- 


^X^,         0     ,      «2,  3 ,    ■  •  • 
11X2,      fTg,  2  ;  0     ,    .  .  . 

^Xp,      a^j,  2  7       ffp,  3  7    •  •  ■ 


«2 


=   0. 
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[§  66] 


Die  am  Ende  des  §  65  angegebene  Bedingung,  die  im  gegen- 
wärtigen Falle  als  erfüllt  vorausgesetzt  wird,  kann  aber  gesclirieben 
werden  in  der  Form: 


=  0. 


(iX^, 

Ö^l,  2  ,        «1,  3  ,         •   •   ;        «1,^ 

^^2; 

0      ,       «2,  3  ,     •   •   •  ;       0,2,  p 

}^^ö> 

«3,  2  ,          0     ,    .  .  .  ,       «3,  p 

liXp, 

Op,  2 ,       0,p,Z,    •  ■  •  ,          0 

Somit  ist 

und  daher: 

@  =  ^Xi 

^jz,  +  §x,^;j. 

^l\, 


welches  die  gesuchte  Bedingung  dafür  ist,  dass,  wenn  Xp  überhaupt 
in  Yj  vorkommt,  es  nur  in  einem  Factor  M  vorkommen  kann,  und 
daher  wird  Sl  transformirt  in: 

M{U^du^  H-  •  •  •  +  Up-idup-i  +  Z^dx^), 
wo   1\  =  3IZi  und  Z^  explicit  unabhängig  von  Xp  ist.     Der  Differen- 
tialausdruck ist  somit  in  der  gewünschten  Weise  transformirt. 

Beispiel.     Es  sei  p  =  o  und  die  Bedingungsgleichung  sei  erfüllt, 
nämlich: 

X,[2,  3]  +  X,[3, 1]  +  X,[l,  2]  =  0, 
welches  die  bekannte  Integrabilitätsbedingung  der  Gleichung 

Xidx^  -j-  X^dx.^  +  ^3^^3  =  Ö 
ist.    Die  Gleichungen  zur  FortschafFung  von  jg,  in  ihrer  allgemeinsten 
Form  genommen,  sind:  ' 

dxo ' 


^X^    ==   «1,3   ~|~   ö'l,  2 
fl  Xg  =  «2,  3  +   «2,  1  ^  7 
0 


dx„ 


X,  +    X,  1^ 


+   ^2 


d:r. 


Nehmen  wir  ^  =  0,  so  dass  die  dritte  Gleichung  infolge  der 
ersten  beiden  befriedigt  wird,  so  werden  die  neuen  Variablen  erhalten 
durch  Integration  der  Gleichungen: 


a, 


dxc, 


'2,3 


und  dies  ist  in  der  That  Bertraud's  Methode  (§  16). 
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Wenu  wir  jedocli  ^  nicht  gleicli  Null  uelimen,  so  kömieii  wir 
die  erste  der  drei  Gleicliimgeu  (denn  nur  zwei  sind  von  einander  un- 
abhängig) weglassen  und  die  zweite  zur  Bestimmung  von  {i  benutzen; 
es  bleibt  dann  nur  noch  eine  einzige  Gleichung 

0  =  X3  +  x,  1^  +  Zg  1^ 

zu  befriedigen  übrig.  Wir  können  dann  zur  Bestimmung  von  x^  und 
X2  irgend  eine  Bedingung,  welche  mit  dieser  Gleicliung  nicht  im  Wider- 
spruch steht,  annehmen.  Wir  können  z.  B.  als  Bedingung  fordern, 
dass  iCj  nicht  verändert  werden  soll;  alsdann  werden  die  ursprüngliche 
Variable  x^^  und   die  neue  Variable,  welche   aus   der  Integration  von 

0  =  X3  +  X2  ^ 

erhalten    wird,    die    beiden   neuen   Variablen    sein,    welche    zur    ge- 
wünschten Transformation  führen.    Dies  ist  in  Wirklichkeit  die   ge- 
wöhnliche (Euler'sche)  Integrationsmethode  der  Gleichung. 
Als  specielles  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 

il  =  (cx^  —  hx^)  dxi  +  (^^3  —  c^i)  ^^2  +  (^*'i  —  ^'^2)  (-^^-ä  =^  0. 

Es  ist: 

ai,2  =  2c,     «2,3  =  2a,     «3,1  =  26. 

Die  Hülfsgieichungen  sind   (nach    Weglassung    des   Factors    —)  bei 

der  ersten  Methode: 

dx^  dx.2  dxg 

a  b  c    ' 

so  dass  die  neuen  Variablen  sind: 

a  b  '  b  c  ' 

und,  wie  leicht  zu  zeigen,  ist: 

Sl  =  ahc{vd'ii  —  iiclv) , 

also 

31  ^  ahc     und     ft  =  0. 

Gehen  wir  zur  zweiten  Methode  über  und  lassen  wir  x^  unge- 
ändert,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  neuen  Variableu  die 
Gleichung: 

(ax^  —  ex,)  ^  +  Q)Xj_  —  ax^)  =  0, 

so  dass  wir  x^  und 
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0  th-t  UjÜC^ 


u  = 


3  *'  *^i 

als  die  neuen  Variablen  nehmen.    Alsdann  wird,  wie  man  leiclit  zeigt: 


daher: 


ß  =  —  ^^^ -^  du, 


-n,T  [Cl  X^  CXi)' 


und  ^  (=  ^  ^—-j  ist  niclit  Null. 


67. 


Wenn  die  Bedingung  des  §  65  für  das  Zusammenbestellen  der 
determinirenden  Gleichungen  nicht  erfüllt  ist,  dann  ist  das  System 
dieser  Gleichungen  nicht  in  sich  verträglich  und  daher  die  durch  sie 
zu  bestimmende  Transformation  nicht  möglich.  Daher  kann  die  all- 
gemeinste Gleichung,  welche  eine  ungerade  Anzahl  von  Differentialele- 
menten enthält,  keiner  vollständigen  geraden  Reduction  unterworfen 
werden,  d.  h.  die  Anzahl  der  Differentialelemente  kann  nicht  um  eine 
Einheit  in  der  Weise  reducirt  werden,  dass  die  Coefficienten  dieser 
Elemente,  abgesehen  von  einem  etwaigen  gemeinschaftlichen  Factor, 
Functionen  der  (reducirten  Anzalil  von)  neuen  Variablen  werden. 

Obwohl  indessen  diese  Heduction  nicht  möglich  ist,  so  lässt  sich 
doch  eine  andere  Transformation  ausführen.  Wir  bezeicluien  die 
2n  —  2  Glieder  von 

ß  =   X^dX^  +   X^dx.2   -\-  •  •  ■   -\-   X2n-2dXin  —  2   +    Xsn  — 1(^^2«  — 1 

mit  0 ,  welcher  Ausdruck  eine  gerade  Anzahl  von  Differentialelementen 
enthält  und  sämmtliche  Variablen  enthalten  kann.  Wir  wenden  auf 
^  eine  gerade  Reduction  an,  indem  wir  voraussetzen,  dass  X2n—i  sich 
nicht  ändert,  so  dass  die  einzigen  Variablen,  welche  transformirt 
werden,  x^,  X2,  .  ■  ■  ,  X2n-2  sind.  Dann  wird  0  von  der  Form  M^^', 
wo  0'  den  Ausdruck 

U^du^  -f-  ü^dik^  _|_  .  .  .  _|-  U2,i-id'i(2,i-3 
bezeichnet. 

Von  den  in  0'  vorkommenden  Grössen  sind  die  Variablen 
u^,  u^,  ■  ■  . ,  «<2«— 3  Functionen  von  x^,  x^,  .  .  . ,  x^n—^  und  von  jeder 
sich  nicht  ändernden  Grösse,  welche  in  X^,  Xg,  .  .  .,  X2„_2  vorkommen 
kann,  d.  h.  also  im  Allgemeinen  von  x-2n—i-  Die  Coefficienten 
t/j,  ZJg,  .  .  .,  Ü2n—3  sind  explicite  Functionen  von  «j,  %,  .  .  .,  ii^n—s 
und  von  jeder  sich  nicht  ändernden  Grösse,  welche  inX^,  X2,  . .  .,  X2n—2 
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vorkommen  kann^  d.  li.  auch  von  X2n  —  i  im  Allgemeinen.  Und  M^  ist 
im  Allgemeinen  eine  Function  sämmtliclier  in  Sl  vorkommenden  Va- 
riablen. 

Lassen  wir  nun  die  Voraussetzung,  dass  X2n—i  sich  nicht  ändern 
solle,  die  wir  eingeführt  hatten,  um  die  Form  von  0  zu  ändern, 
fallen  und  nehmen  wir  die  vollständige  Variation  jener  veränderten 
Form,  so  erhalten  wir: 

wo 

Dies  möge  bezeichnet  werden  durch: 

Die  auf  diese  Weise  ausgeführte  Transformation  ist  eine  imvoU- 
ständige  gerade  Reduction,  insofern  dieselbe  nur  auf  ^  augewandt 
ist.  Mit  Rücksicht  auf  den  Umstand,  dass  die  zu  transformirende 
Grrösse  ß  eine  ungerade  Anzahl  von  Variableu  enthält,  kann  man 
diese  Transformation  eine  ungerade  Reduction  nennen.  Durch 
diese  Reduction  wird  die  Anzahl  der  Differentialelemente  um  eine 
Einheit  verringert,  aber  sie  giebt  nicht,  wie  die  gerade  Reduction, 
die  neuen  Coefficienteu,  bis  auf  einen  etwaigen  gemeinschaftlichen 
Factor,  in  der  Form  expliciter  Functionen  der  neuen  Variablen  allein. 

Da  die  gerade  Reduction  auf  eine  Grösse  mit  einer  geraden  Anzahl 
von  Differentialelementen  wie  0  stets  anwendbar  ist,  so  folgt,  dass 
eine  Grösse  Sl  mit  einer  ungeraden  Anzahl  von  Differentialelementen 
stets  einer  imgeraden  Reduction  unterworfen  werden  kann.      ' 

Und  wie  früher  bei  der  geraden  Reduction  ist  auch  die  ungerade 
Reduction  nicht  die  einzige  ihrer  Art. 

Beispiel.     Um  die  ungerade.  Reduction  von 

ww  =^^  jCr.  et  übt  "~p"  öu-t  et  jCc)    1    ^o  tt  oü-j  ""T"  öCn  et  VC*  ~\    dt'A  et  00^ 

auszuführen,    nehmen    wir    die  ersten    vier    Glieder    und    stellen    die 

Hülfsgieichungen  des  §  59  für  die  unvollständige  gerade  Reduction 
auf.     Wir  finden: 

dx-^  dx^  dXg  dx_^ 


X^   -f-  X^  Xe,  Xq  X.2.  x^ 

Setzen  wir  '9'  =  loga;3,  so  gehen  dieselben  über  in: 
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d» 

= 

X, 

+ 

e^ 

dx^ 
d^ 

= 

— 

^5 

dx^ 
d& 

= 

iX-o 

— 

■^5 

und  somit  werden  neue  Yariabeln  (§  60)  gegeben  diu'cli: 
Xi  =  (n,  +  ^)  6^ 

'    ^i  =  «3  —  «2  ^  +  Y  ^5  (^  ~  1)^- 

Geben  wir  jetzt  zu  den  vollständigen  Variationen  über^  um   die  un- 
gerade Reductiou  zu  erbalten,  so  ist  leicbt  zu  zeigen,  dass 

ist,  wo 
-^5'  =  «'3  -  ^h^  +  I  ^5(^  -  1)'  +  I  e^(l  -  2h,  ^  -  2^  -  ^2) 

ist.     Dies   bestätigt   den  allgemeinen   Satz  für  den   besonderen   Fall; 
wir  baben: 

M,  =  x^,         Sl^^  =  x^  dui  -}-  "^'i  <^ih  +  ^^'3  • 


Wir  sind  nun  im  Staude,  die  Anzabl  der  Glieder  in  jedem 
gegebenen  Differeutialausdruck  auf  ein  allgemeines  Mini- 
mum zu  reduciren.  In  besonderen  Fällen  kann  die  Anzabl  der 
Glieder  in  der  scbliesslicben  reducirten  Form  geringer  sein,  als  uacb 
der  Zabl  in  diesem  allgemeinen  Minimum  erwartet  werden  sollte;  die 
Möglicbkeit  eines  solcben  Resultats  bangt  von  der  Erfüllung  gewisser 
Bedingungen  ab,  deren  Betracbtung  wir  vorläufig  verschieben. 

Nehmen  wir  zunächst  den  Fall,  in  welchem  der  zu  reducirende 
Ausdruck  £i  eine  ungerade  Anzahl  (2n  —  1)  von  Differentialele- 
menten enthält,  etwa: 

ß  =  X^dXj^  -\-   X^dx.2   +  •  •  •  +   X^n  —  2dX2n-^   +   X^n-läx^n  —  X, 

so  wenden  wir  zunächst  auf  Sl  eine  ungerade  Reduction  an,  so  dass 

ß=  üfl^l   +  X'in-ldX^n-l 

wird. 

Nun  enthält  ß,  eine  ungerade  Anzalil  von  Differentialelementen 
«1,  t<2?  •••;  ^^2«— 3   und    deren    Coefhcienten    sind   Functionen    dieser 


[§  68]     Pfaff'sReductionsmetliode^  vervollständigt  durcli  Gauss  und  Jacobi.     125 

Variableu   und   (möglicherweise)   vou  X2n—i-     Wenden   wir  daher  auf 
iß^  eine  ungerade-  Reduction  an,  so  erhalten  wir: 

Sl^  =  M2^i  -\-    U^n  —  zdu^n  —  Z   "i"    JL2n—\dX2n  —  l} 

wo: 


und 


U2n-Z   =    U,n-^  -  M,  iv,    .—"'-   +   •  •  •   +    F, 
\  (^^2n  —  Z 

Y2.-r  =  -  M,  Ir,  ^^^  +  •  •  •  +  n„_5  j^  ) 


ist.  Die  Variablen  i\,  i\,  ...,  V2n—a  in  ^2  ^^^^  Functionen  von 
ti^  ^  1(2,  ...,  ti2n—i,  ferner  möglicherweise  von  1(2, i—z  und  möglicher- 
weise von  X2n—i ,  falls  die  letztere  in  den  Coefficienten  U^,  U^,.--,  U^n—A 
vorkommt;  und  die  Coefficienten  F, ,  V^,  ■■■,  V2H—0  von  ß^  sind 
Functionen  von  v^,  v^,  •  .  -,  i'2«— 5>  ferner  möglicherweise  von  «(2«— 3 
und  möglicherweise  von  X2n—i' 

Beispiel.  So  ist  z.  B.  die  Modiiication  von  ü^  in  dem  letzten 
Beispiel: 

£1^  ==  u^dv  -\-  du^  —  u^  log  Ui dxr, , 

wo  V  =  1(2 -\-  «5  log  ti^,  und  daher: 

Sl  =  x^u^dv  -\-  x^du.^  -\-  (X5'  —  x^v^  log  u^)dxr-,. 

Wenden  wir  nun  weiter  eine  ungerade  Reduction  auf  ii^  an, 
welches  eine  ungerade  Anzalil  von  Differentialelementen  enthält,  imd 
erinnern  wir  uns  der  in  üg  vorkommenden  Variablen,  so  erhalten  wir 
ein  Resultat,  dessen  allgemeinste  Form  ist:  / 

1^2   =  •^^3'^,s  H~    V2n  —  6dV2n  —  a  "h    C^2  n  —  3  (^^2«  — 3  "1"  ^2)i  —  ldX2,i  —  l, 

WO  1^3  nur  2n  —  7  Differentialelemente  enthält.  Gehen  wir  in  dieser 
Weise  weiter,  so  müssen  wir  schliesslich  zu  einer  Grösse  Sl„  —  i 
kommen,  welche  nur  ein  einziges  Differentialelement,  etwa  von  der 
Form  Pdpi  enthält,  und  der  Werth  von  ß«_2,  welches  unreducirt 
drei  Differentialelemente  enthält,  wird  von  der  Form  sein: 

iln-2  =  ilf„_lß„_i  +    Qs'dq.^  +  B^'drr^  +   •  •  •   +    T2n-ldX2n-i, 

wenn  alle  Variationen  berücksichtigt  werden.  Setzen  wir  dann  der 
Reihe  nach  für  alle  Grössen  Sl,  ihi'©  Werthe  ein,  so  erhalten  wir 
offenbar  ein  Resultat  von  der  Form: 

Sl  ==  -Pl#l   +   Qadq^  +  -^5^^**5  -}-•••  +    W2n-ldX2n-l, 
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denn  jedes  nicht  reducirte  Sl  liat  zwei  Differentialelemente  weniger 
als  das  in  der  Reihenfolge  vorhergehende  il,  nämlich  eins,  welches 
durch  die  Reduction  weggefallen  ist,  und  das  andere,  welches  heraus- 
gesetzt worden  ist,  um  die  unvollständige  gerade  Reduction  auszu- 
führen. 

Die  reducirte  Form  von  Sl  enthält  offenbar  n  Differentialele- 
mente, d.  h.  -^  {p  -\-  1),  wo  p  die  ungerade  Zahl  von  Differentialele- 

menten  ist,  welche  in  der  ursprünglichen  Form  des  Ausdrucks  vor- 
kamen, und  die  Variableu  und  Coefficienteu  sind  sämmtlich  Functionen 
der  ursprünglichen  Veränderlichen. 

Wir  nehmen  nun  zweitens  den  Fall,  in  welchem  der  zu  redu- 
cirende  Ausdruck  Sl  eine  gerade  Anzahl  2n  von  Differentialele- 
menten besitzt,  etwa: 

ß  =  Y^dij-^  +  Y^dy.;;^  +  •  •  •  +  Y2n-idy2n-i  +  Y^ndy^n- 

Wir  wenden  auf  Sl  eine  gerade  Reduction  an,  so  dass 

ß  =  M{X^dx^  +  X^dx^  -\ 1-  X2n-idx2n-i)  =  M^' 

wird,  wo  iß'  nur  2n  ■ — ^  1  Differentialelemente  enthält  und  die  Coef- 
ficienteu in  iß'  Functionen  der  Variablen  x-^,  x^,  . .  ■ ,  x^n—i  sind. 
Demnach  ^ist  also  ß'  ein  Ausdruck  von  der  im  früheren  Falle  betrach- 
teten Art.  Führen  wir  die  vollständige  Reduction  von  ß',  wie  in  diesem 
Falle  angegeben,   aus,   so   erhalten  wir   eine  reducirte  Form,  welche 

—  [(2n  —  1)  -f-  1 }    d.  h.  7i  Differentialelemente  enthält,  nämlich 

a  =  M{P,dp,  +    Q,dq,  +  •  •  •  +    W2n-ldX2n-l) 
=  F^dp^  -f  Q^dq^  -\ \-   W^n-l  dX2n-\. 

Die  reducirte  Form  von  ß  enthält  n  d.  h.  -^  p  Differential  demente, 

wo  p  die  gerade  Anzahl  von  Differentialelementen  angiebt,  welche  in 
der  ursprünglichen  Form  des  Ausdrucks  vorkommen. 

Es  mag  bemerkt  werden,  dass  in  dem  Falle,  wo  p  gerade  ist, 
kein  einziges  der  Differeutialelemente  der  reducirten  Form  dasselbe 
ist  wie  eins  in  der  ursprünglichen  Form  —  stets  vorausgesetzt,  dass 
iß  der  allgemeinste  Ausdruck  ist,  der  möglich  ist  — ,  so  dass  dann 
^i' 7  Pi}  Qs  ;  Ü3)  '••}  Wzn—i  und  X2n—i  iusgcsammt  p  Functionen 
von  ^, ,  ?/2,  ...,  yp  sind,  und  eine  der  Variablen  in  der  redu- 
cirten Form  ist  ein  Integral  des  ersten  Hülfssystems.  Indem 
Falle  aber,  wo  p  ungerade  ist,  ist  eins  der  Differentialele- 
meute  in  der  reducirten  Form   dasselbe   wie  eins  in  der  ur- 
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sprüngliclien  Form,  so  dass  darm  P^,  ^h)  Qsj  Ü3>  •••  ^^^  ^2b— i 
insgesammt  2^  Functionen  von  x^,  x^,  .  .  .,  Xp  sind. 

Wir  liaben  nimmelir  bewiesen,  dass  es  möglicli  ist,  einen 
Ausdruck,  welcher  j)  Differeutialelemente  enthält,  auf  einen 

andern  zu  reduciren,  welcher  entweder  —  p   oder  —  (^j  -\-  1) 

Differentialelemente  enthält.  Wir  werden  später  andere  und 
weniger  mühselige  Methoden,  diese  Reduction  auszuführen,  angeben 
unter  der  Voraussetzung,  dass  diese  Möglichkeit  bereits  bewiesen  ist, 
wie  dies  im  Vorstehenden  geschehen,  und  diese  Methoden  werden 
gerade  den  Umstand  in  Betracht  ziehen,  dass  die  reducirte  Form 
nicht  die  einzige  ihrer  Art  ist  infolge  des  Mangels  an  Eindeutigkeit 
in  den  aufeinanderfolgenden  Stadien  der  Reduction,  wie  sie  durch  die 
vorhergehende  Methode  ausgeführt  wird. 

Beispiel.  Als  einfache  Erläuterung  des  allgemeinen  Resultats 
können  wir  einen  von  Jacobi*)  in  Bezug  auf  die  Gleichung 

Sl  =  X^dXy^  -\-  X^dx.2  +  X^dx^  -{-  X^dx^  =  0 
aufgestellten  Satz  herleiten. 

Die  Anwendung  einer  geraden  Reduction  auf  den  Ausdruck  £i 
ergiebt: 

^  =  3I{U,du,  +  U.dti^  +  U.,du,)  =  MSl\ 
wo    U-i,  U^,  U.^    Functionen   von  ?'i,^'2;%    allein    sind   und  M   eine 
Function  von  ä;^,  x.^,  x.^,  %  sein  kann,   während  u^^  n^,  u^   durch  In- 
tegration der  Gleichungen  (§  60) 

dxj^  dx.2        clx.^        dx^ 

W7^\  4,  0]  ^  [3,4,0^1  ~~  [4,0,  i;^  ~"  [0,1,2,"3] 

bestimmt  sind.  Letztere,  welches  dr«i  ffewöhuliche  Differentialfflei- 
chungen  ersten  Grades  sind,  erfordern  zu  ihrer  Befriedigung  drei  In- 
tegrale  und  diese  drei  Integrale  werden  als  u^,  ii^,  ii^  genommen  (§  60). 

Wird  eine  ungerade  Reduction  auf  ü'  angewandt,  so  bleibt  eine 
der  Variableu,  etwa  v.^,  ungeäudert  und  es  ergiebt  sich  ein  Resultat 
von  der  Form: 

il'  =  JSfdv  -\-  V^dii^. 
Hiernach  kann  die  Gleichung  Sl  =  0  ersetzt  werden  durch 

Ndv+  FgcZw-s  =  0. 

Setzen  wir  nunmehr  u^  constant,  so  geht  die  Gleichung  über  in 
Ndv  =  0,  d.  h.  dv  =  0   und    daher  wird   ein   Integraläquivaleut   der 


*=)  Crelle's  J.  Bd.  29,  S.  253;  vgl.  auch  Cayley,  Crelle's  J.  Bd.  57,  S.  273—277. 
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Gleichung  durcli  eine  einzige  Gleicliimg  gegeben.  Nun  ist  die  Relation 
qi^  =  const.  eins  der  Integrale  des  Hülfssystems  und  daher  folgt: 
Wenn  eins  der  Integrale  des  Hülfssystems  der  Gleichung 

XidXy  -\-  X2dx2  +  X^dx^  -{-  X^dx^^  =  0 
dazu  benutzt  wird,  um  die  Anzahl  der  Differentialelemente 
und  die  Anzahl  der  Variablen  um  eine  Einheit  zu  vermin- 
dern, so  kann  die  resultirende  Differentialgleichung  mit  nur 
drei  Differentialelementen  durch  eine  einzige  Gleichung  als 
ihr  integrales  Aequivaleut  dargestellt  werden  und  daher  ge- 
nügen ihre  Coefficienten  der  lutegrabilitätsbedingung. 

Dies  ist  der  erwähnte  Satz.  Als  specielles  Beispiel  nehmen  wir 
das  Beispiel  1  in  §  62.     Da  eins  der  Integrale  des  Hülfssystems 

ist,  so  nehmen  wir: 

iX/i    tXc)   ^      et  • 

wo  a  eine  Constante  ist.  Wird  dieses  zur  Transformation  der  Gleichung 
benutzt,  so  ist  die  neue  Form: 

welche  augenscheinlich  integrabel  ist. 

Es  kann  noch  hinzugefügt  werden,  dass  die  soeben  ange- 
deutete Methode  eins  der  erfolgreichsten  Verfahren  ist,  um 
ein  Integraläquivalent  einer  keiner  Bedingung  unterliegenden  Pfaff- 
schen  Gleichung  zwischen  vier  Variablen  zu  erhalten. - 

§  69. 

Wenn  der  Differentialausdruck  il  auf  die  geringstmögliche  An- 
zahl von  Gliedern  reducirt  ist,  so  kann  man  ein  Integraläquivalent  der 
Gleichung  ß  =  0  leicht  finden. 

1.  In  dem  Falle  einer  geraden  Anzahl  ursprünglicher 
Variablen  ist  die  schliessliche  Form  der  Differentialgleichung: 

TJ^du^  -\-  TJ^diL^  +  •  •  •  +  Undiin==  0 , 
wo   die   Grössen    U  und  u  Functionen   der  ursprünglichen  Variablen 
sind,  zwischen  denen  keine  identische  Relation  besteht. 

Alsdann  wird  ein  Integraläquivalent,  welches  dem  vollständigen 
Integral  bei  den  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
entspricht,  gegeben  durch 

V^  =  «j  ,       IL,  =  CLj,      .  .  .  ,     Un  =  On  , 
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■wo  a^,  a.^,  .  .  .,  an  Constanten  sind,  und  durch  diese  n  Gleichungen 
wird  die  Gleichung  ü  =  0  befriedigt. 

Ein  anderes  Integraläquivalent,  welches  dem  allgemeinen  Inte- 
grale bei  den  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ent- 
spricht, wird  gegeben  durch: 

(p{u^,  u^,  .  .  .,  n„)  =  0 

1     d  cp   1     dcp   1     8q) 

wo  q)  eine  willkürliche  Function  ist.  Wiederum  besteht  das  Integral 
aus  n  Gleichungen,  d.  h.  so  vielen  Gleichungen  als  Differentialelemente 
in  der  reducirten  Form  vorkommen.  Und  wenn  wir,  anstatt  nur 
eine  einzige  willkürliche  Functionalbeziehung  cp  =  0  zu  nehmen, 
(weniger  allgemein)  Je  solche  Relationen  nehmen,  z.  B. 
91  =  0,  (P2  =  0,  .  .  .,  (pk  =  0, 

so  ffiebt  es  n  —  Tc  andere  mit  diesen  Gleichungen  associirte  Glei- 
chungen,  welches  die  n  —  /v  Gleichungen  sind,  die  die  von  einander 
unabhängigen  Relationen  des  Systems 


gqp, 

dcp, 

dcp, 

du^' 

dv,'  •  ■ 

■'       S^n 

du,' 

■'     du^ 

^"Pk 

^fk 

^fk 

du,' 

du,'  •  ■ 

•'  3^v 

Uu 

u,, . . 

,          Un 

=  0 


^sind. 

2.  In  dem  Falle  einer  ungeraden  Anzahl  von  ursprüng- 
lichen Variablen  ist  die  scliliessliche  Form  der  Differentialgleichung, 
wie  bewiesen  wurde: 

U-i^dx  -j-  TJ^du.2,  +  •  •  •  +  ündUn  =  0, 

wo   die   Grössen    U  und  u  Functionen  der  ursprünglichen  Variablen 
sind,  deren  eine  x  ist. 

Alsdann  würde  ein  Integraläquivalent,  welches  dem  vollständigen 
Integral  entspricht,  gegeben  sein,  wenn  man 


U-^  —  ^3  j    ^'4  —  "4  j    ■  ■  ■ ;       '*  —      n 

und  (wenn  es  nicht  möglich  sein  sollte,  U,dx-\-  U^du.y 

cp  (x,_  «2)  =  0 

Porsyth,  Theorie  der  Differentialgleichungen. 


■■  0  zu  integriren) 
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liebst  der  Relation 

1    C(p         1    d  cp 

U-^  dx        [/„  du.^ ' 

wo  g)  willkürlich  ist,  iiinimt.     Und  ein  anderes  Integraläquivalent  (in 
Wirkliclikeit  ein  allgemeinerer  Fall  des  letzteren)  wird  gegeben  durch 

(p{x,  u^,  .  .  .,  «„)  =  0 


1    dq)            1     dq) 

1    dtp 

U^  dx         TJ.2  du^ 

"~  K  '^«? 

wo  Kf  willkürlich  ist. 

Indessen  ist  es  nicht  nötliig,  hier  die  Formen  der  Lösung  zu 
discutiren,  da  diese  Discussion  einen  wesentlichen  Theil  der  Theorie 
von  Clebsch  bilden  wird. 

Aufgabe.  Man  reducire  auf  ihre  kanonische  Form  und  integrire 
so  die  Gleichung: 

-\-  {XiX.2  -\-  x^x^  -\-  x^x^dx^  -\-  x^x.^ä,Xt^  =  0 

(Tann  er). 

§  70. 

Im  Falle  einer  geraden  Anzahl  von  ursprünglichen  Variablen 
ist  die  folgende  von  Jacobi*)  herrührende  Vereinfachung  be- 
merkenswerth.  Jedes  der  Elemente  in  der  reducirten  Form  ist  ein 
Integral  eines  Hülfssystems  von  der  Art  wie  (10),  und  somit  wird 
bei  jedem  der  zu  machenden  Schritte  stillschweigend  vorausgesetzt, 
dass  ein  Hülfssystem  zu  bilden  ist.  Durch  geeignete  Wahl  der  Inte- 
grale der  aufeinanderfolgenden  Hülfssysteme  kaiiii  man  jedoch  die« 
aufeinanderfolgenden  Transformationen  des'  Differentialausdrucks  um- 
gehen; die  leitende  Idee  hierbei  ist  die  Einführung  der  sogenannten 
„Anfangswerthe"  der  Variablen,  auf  die  zuerst  C auch y  und  später 
Hamilton  hingewiesen  hat,  welchem  letzteren  dieselbe  von  Jacobi 
zugeschrieben  wird**). 

Da  die  Anzahl  der  Variablen  in  dem  ursprünglichen  Pf  äff 'sehen 

*)  Vgl.  die  Abhandlung:  „Ueber  die  Reduction  der  Integration  der  par- 
tiellen Differentialgleicliungen  erster  Ordnung  zwischen  irgend  einer  Anzahl 
Variablen  auf  die  Integration  eines  einzigen  Sy.stems  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen". Crelle's  J.  Bd.  17  (1837),  S.  97—162,  speciell  §  12,  S.  156  —  162, 
oder  Ges.  Werke  Bd.  4,  S.  57—127,  insbesondere  S.  120—127. 
**}  Vgl.  spüter  die  Anmerkung  zu  §  109. 
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Ausdruck  gerade  ist^  so  besitzt  das  Hülfssjstem  von  §  60  2n  —  1 
Lites'rale.     Dieselben  seien: 

O 

Ur{Xi,    .  .  .,    X2n-l,    Xin)    =  COUSt.   =  Or 

für  r=l,2,  .  .  .,  2)1  —  1.  Da  die  rechte  Seite  constant  ist,  so  wird 
ihr  Werth  nicht  geändert,  wenn  wir  irgend  einer  Variablen  einen 
specielleu  Werth  beilegen,  z.  B.  X2n  den  Werth  c-i,,-  Diese  Werth- 
beileg-ung  ist  eine  Beschränkung  der  Variationen.  Da  2n  —  1  Glei- 
chungen mit  2n  Variablen,  von  denen  eine  (vorläufig)  bestimmt  ist, 
vorhanden  sind,  so  werden  die  andern  ebenfalls  bestimmt  sein  und 
daher  nehmen  wir  Ci  {i  =  1,  2,  .  .  .,  2n —  1)  als  die  simultanen  Werthe 
von  Xi.     Hiernach  haben  wir  zunächst: 

i(;.(Ci,    C2,    .  .   .,    Co„_i,    C2n)  =  Or 

für  r  =  l,  2,  .  .  .,  2n — 1,  so  dass  also  q,  .  .  .,  C2«-i  Functionen  von 
a^,  .  .  .,  (12,1—1  und  daher  Coustanten  sind,  welche,  wenn  die  Werthe 
von  «j,  .  .  .,  «2«— 1  in  die  Formen  u{Xi,  .  .  .,  X2n)  substituirt  werden, 
zu  Functionen  der  Variablen  führen  vmd  Integralgleichungen  bilden. 
Diese  2n  —  1  Integralgleichungen  des  Hülfssystems  können  in  der 
Form  genommen  werden: 

Ci  =  Vi{x^,  .  .  .,  X2n)  ==  V;         für  ?;  =  1,  2,  .  .  .,  2n  —  1, 
wo  Vi  für  X2n  =  C2n  ih  Xi  Übergeht*).     Und  zweitens  haben  wir  die 
2n  —  1  Gleichungen: 

Ur(Xi,    .   .   .,   Xiu-1,   X2n)  =  ar  =  ^^r{c^,    .   .   .,   C2  n -i  ,    ^2n)  , 

SO  dass  wir  durch  Auflösung  nach  x^,  .  .  .,  Xo«-!  erhalten: 

Xs  =  / .s  (^Cj  ,    C2,     •  •   •;    C2n — 1;    Ciny    X2n) 
=  f,(Vi,    .  .  .,    V2n-1,    C-in,    X2n)  ■ 

Werden   diese  Werthe   in  den  Ausdruck  ü  eingesetzt,   so  finden 
wir  ein  Resultat  von  der  Form: 

2  h— 1 
iß  =  JBdX2n  +  ^  ^    CidVi. 

?=1 
In  dieser  Form  ist  aber  B  =  i),  da  die  Grössen  Vi  Integrale  des 
Hülfssystems  sind,  welche  so  gewählt  sind,  dass  sie  das  Verschwinden 
des  Differentialelementes  dx2n   bewirken,   und  die  Veränderliche  X2n 
kommt  explicit,  wenn  überhaupt,  nur  in  A  vor.     Daher: 

2  rt  2  k  — 1 

^  XidXi  =  ß  =  A ^ Cidvi. 


*)  Dieses  sind  „Haiiptintegrale"  des  Systems. 
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Nun  ist  die  rechte  Seite,  abgesehen  vielleicht  von  dem  Factor  1, 
unabhängig  von  X2n'i  dieselbe  wird  daher,  ausser  vielleicht  in  dem 
Factor  A,  nicht  geändert,  wemi  man  0C2  n  irgend  einen  speciellen  Werth, 
z.  B.  den  Werth  C2n  beilegt.  Die  dann  sich  ergebenden  Werthe  von 
v^,  .  .  .,  V2n—i  sind  die  Formen  dieser  Werthe  für  den  speciellen  Werth 
von  X2n,  nämlich  oc^^,  .  .  .,  oc^n—i  resp.,  und  daher: 

2«  — 1  2re--l 

■^■"  •'^2«  —  ^in  2»  —  ''2re  •^2n  —  '■2n  ^"^  "  —  ^ 

i  =  l  2  =  1 

2_n— 1 
z  =  l 

Da  dies  eine  Identität  ist,  so  sind  die  Coefficienten  der  Differential- 
elemente auf  beiden  Seiten- dieser  Gleichung  einander  gleich,  also: 

ein  Resultat,  welches  die  Form  von  d  giebt  und  gleichbedeutend  mit 
dem  Resultat  ist,  welches  man  durch  Substitution  erhalten  haben 
würde.  Da  dasselbe  für  alle  Variablen  gilt,  so  ändern  wir  die  Vari- 
ablen Xi  in  Vi  und  dann  geht  [6^,]^^^  über  in  C,-.  Es  gehe  A'  in  A" 
über,  welches  somit  der  Werth  von  A  ist,  wenn  wir  v^,  v^,  ...,  v^n—x,  c^n 
für  x^,  x^,  ...,  X2n—y,  ^%n  substituiren,  und  es  bezeichne  Vi  die  sich 
ergebende   Form  von   [X,]      _     ,   so   dass    also,    wenn    diese    selben 

^2  «  —  "'2  « 

Substitutionen  in  X,  ausgeführt  werden,  das  Resultat  mit  F,  bezeichnet 
wird.     Daher : 

.l"Ci-=Yi       • 
und  somit: 

2w— 1 


ß  =  A^  Cidvt 


2m— -1 

(=1 

wo  Vi  aus  X;  hergeleitet  ist,  indem  man  für  iCj,  .  .  .,  x^n—it  ^zn   nur 
respective  v^,  .  .  .,  t'2«— 1,  ^2«  setzt. 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass,  weim  die  Integrale  des  Pf  äff 'sehen 
Hülfssystems  in  der  Form  der  „Hauptintegrale"  genommen  werden, 
der  transformirte  Ausdruck  von  il  (bis  auf  einen  Factor,  der  in  Bezug 
auf  das  Integraläquivalent  von  ß  keine  Rolle  spielt)  aus  der  ursprüng- 
lichen Form  von  ß  durch  blosse  Buchstab envertauschung  hergeleitet 
werden  kann. 
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Um  das  Integraläquivalent  zu  erhalten,  nehmen  wir  eine  dieser 
neuen  Variableu  v  als  ein  Litegral  (§§  68,  69),  etwa :  « 

1'2«— 1  =  Cl'in—l't 

hierdurch  geht  die  Differentialgleichung  über  in 

2/8  —  2 

wo  Vi  der  Werth  von  Vi  ist,  welchen  man  erhält,  wenn  man  darin 
a-zn-i  für  ^2«— 1  substituirt,  d.  h.  also  der  Werth  von  X,  ist,  welcher 
sich  ergiebt,  wenn  darin  «;,,  .  .  .,  r2„_2,  a-2n—i,  c^n  für  x^^  ...,  ^2«— 2, 
Xin  —  \,  ^2»  respective  substituirt  werden,  wobei  «2«— 1  und  c^n  als 
Constante  gerechnet  werden. 

Die  charakteristische  Form  der  neuen  (reducirten)  Gleichung  ist 
dieselbe  wie  die  der  ursprünglichen  Gleichung  und  die  neuen  Coeffi- 
cienten  werden  durch  blosse  Buchstab envertauschung  aus  den  ursprüng- 
lichen Coefficienten  erhalten,  so  dass  ein  grosser  Theil  der  Analyse, 
welche  zu  den  für  die  Transformation  erforderlichen  Gleichungen 
führt,  nach  derselben  Buchstabenvertauschung  auch  benutzt  werden 
kann  für  die  nachfolgenden  Systeme  von  Hülfsgleichimgen. 

Aufgabe.  Man  zeige,  dass,  wenn  Ur  =  cLr  (>"  =  1,  2,  . . .,  ^i)  n  Inte- 
gralgleichungen sind,  welche  der  Gleichung 

X^dX^   -\-  X^dX^  +   •  •  •  +  X2ndX2n  =  0 

genügen,  und  wenn  71  neue  Integralgleichungen  gebildet  werden,  in- 
dem man  mittels  jener  Gleichungen  zunächst  a:j,  X2,  ■  .  .,  Xn  mittels 
Xn+i,  •  ■  ■,  X2n,  ttx,  •  •  ■,  «»  ausdrückt,  etwa 

Xy  =  lr\Xn-\-lj    •  •  •}    '^2n;    ö^i  ;    •  •  •;    ^n) 

(r=l,  2,  ...,  n), 
und  sodann  die  Gleichungen 

X,^  +  X,^  +  ■  ■  ■  +  xj^  +  Xhr='  0 

(r  =  l,  ...,  n) 
bildet,  die  2n  —  1  Gleichungen,  welche  sich  durch  Elimination   von 
A  aus  den  letzten  n  Gleichungen  und  den  ursprünglichen  n  Gleichungen 
ergeben,  Gleichungen  mit  2n  —  1   willkürlichen  Constanten,  nämlich 

a^,  .  .  .,  a«,  y^,  .  .  .,  —  —    sind    und    das    vollständige    Integral    des 

n  n 

Pf  äff 'sehen  Hülfssystems  für  die  gerade  Reduction  der  Differential- 
gleichung darstellen.  (Jacobi). 


5.  Kapitel. 
Grassiiiann's  Methode*). 


§  71. 
Die  Yariablen  x^,  .  .  .,  x,u  der  Pf  äff  seilen  Gleidumg 
X^dx^  -f-  X^dx.2^  +  •••+.  X,udx,u  =  0 
sind  von  einander  unabhängig  und  die  Coefficienten  X  sind  Fimctionen 
der  Variablen  x.    Um  die  Metlioden  der  „Ausdebnungslelire"  auf  diese 
Gleicliimg   anzuwenden^   betrachten  wir   ein  Hauptgebiet   von  m  ein- 
fachen Einheiten,  etwa  e^,  .  .  .,  e^,  und  aus  diesen  und  den  Variablen 
bilden  wir  eine  extensive  Grrösse  x  in  der  Form: 


*)  Grassmann's  Methode  der  Behandlung  des  Pfaff'schen  Problems 
findet  sich  in  den  §§  500 — 527  der  „Ausdehnungslehre"  vom  Jahre  1862. 

Wir  haben  das  vorliegende  Kapitel  nur  nach  langem  Zögern  aufgenommen, 
nicht  weil  wir  irgend  welchen  Zweifel  an  der  Bedeutung  des  von  Grassmann 
gegebenen  Beitrages  zur  Theorie  der  Pfaff'schen  Gleichung  hegten,  sondern 
weil  wir  fühlten,  dass  es  nicht  möglich  ist,  einen  verständlichen  Abriss  seiner 
Methode  zu  geben,  ohne  entweder  eine  gewisse  Kenntniss  der  analytischen  Me- 
thode der  Ausdehnungslehre»  vorauszusetzen,  die  gegenwärtig  wahrscheinlich 
nicht  überall  vorhanden  ist,  oder  eine  angemessene  Darlegung  dieser  Methode 
zu  geben.  Dies  letztere  würde  aber  mehr  Raum  erfordern,  als  ihm  in  dem  vor- 
liegenden Lehrbuche  billigerweise  gewährt  werden  kann,  und  daher  ist  das,  was 
im  gegenwärtigen  Kapitel  gefunden  wird,  wenig  mehr  als  eine  Herübernahme 
der  oben  erwähnten  Abschnitte.  Will  man  dasselbe  verstehen,  so  wird  man 
sich  mit  Grassmann's  analytischer  Methode  bekannt  machen  müssen. 

Wenn  trotz  der  erwähnten  schweren  Bedenken  dieses  Kapitel  aufgenommen 
wurde,  so  hat  dies  seinen  Grund  darin,  dass  man  Grassmann  durch  Anerken- 
nung der  bestimmten  Resultate  und,  in  gewissen  Einzelheiten,  bestimmten 
neuen  Ergebnisse  (§  48),  welche  durch  seine  Methode  erhalten  wurden,  Ge- 
rechtigkeit widerfahren  lassen  muss.  Was  die  vorliegende  Frage  anlangt,  so 
sind  seine  Resultate  stets  bemerkenswerth  kurz  und  bündig  in  der  Form, 
was  aus  einer  Vergleichung  mit  dem  Ausdruck  derselben  Resultate  in  andern 
Methoden  hervorgeht;  die  Schwierigkeit  derselben  liegt  zum  Theil  in  ihrer 
Deutung,  zum  Theil  in  den  Beweisen,  die  nicht  immer  deutlich  entwickelt  sind. 
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X  Xj  o j   "y-  X^  t^  ~j~  ■  ■  ■  ~\~  Xm ßni  j 

eine  Gfrösse  von  der  Stufenzahl  Eins.     Wir  nehmen  ferner  die  Com- 
plemente  der  Einheiten  c,   die  wir  mit  Ei,  .  .  .,  M,u  bezeichnen^  und 
bilden  eine  andere  extensive  Grösse  X  in  der  Form: 
X  =  X,E,  +  X,E,  +  •  •  •  +  X„,£J„,, 
eine  Grösse  von  der  Stufenzahl  w  —  1.     Dann  erhalten  wir: 

Xdx  =  (XyE^  +  ZgJS'a  H 1-  X,,E,n){eidXi  -\ [-  e„,dx„,) 

=-  (—  iy^-'(X^dx,  +  X^dx., f-  X,„dx,,), 

eme  Zahlgrösse.  Hiernach  kann  die  ursprüngliche  Differen- 
tialgleichung ersetzt  werden  durch 

Xdx  =  0 , 
in  welcher  x   eine   extensive  Grösse   ist  und   X  ausgedrückt 
werden  kann  als  Function  von  x,   dagegen   Xdx    eine  Zahl- 
grösse ist. 

Dieses  Resultat  enthält  die  partielle  Differentialgleiclimig  erster 
Ordnung  als  speciellen  Fall.  Das  Resultat  lässt  sich  ausdehnen  auf 
partielle  Differentialgleichungen  von  höherer  Ordnung  als  der  ersten 
oder,  was  dasselbe  ist,  auf  Systeme  von  simultanen  Pf  äff 'sehen  Glei- 
chungen; und  Grassmann  zeigt,  dass  ein  ganzes  System  ersetzt 
werden  kann  durch  eine  einzige  Gleichung 

Xdx  =  0, 
wo  X  eine  extensive  Grösse,  X  eine  Function  von  x  und  Xdx  eben- 
falls eine  extensive  Grösse  ist. 

§  72. 

Andere  mit  der  Pf  äff 'sehen  Gleichung  im  Zusammenhange  stehende 
Untersuchungen  (§  69)  zeigen,  dass  ihr  Litegraläquivaleiit  aus  einem 
System  simultaner  Gleichungen  besteht,  deren  Anzahl,  wie  wir  voraus- 
setzen, die  kleinstmögliche  ist,  infolge  deren  die  Differentialgleichung 
in  der  gewöhnlichen  Form  befriedigt  werden  kaim.     Sind  dann 

ein  solches  System  von  Gleichungen  zwischen  Zahlgrössen,  infolge 
deren  die  Differentialgleichung  befriedigt  wird,  so  müssen  Grössen  U 
von  solcher  Beschaffenheit  existiren,  dass 

Xdx  =  C/j^Mi  -f-  U^du^  +  ■  •  •  +  TJndUn 
ist.     Denn   da  das   vorstehende  System    von  Integralgleichungen    die 
kleinste  Anzahl  von  Gleichungen  ist,  infolge  deren  die  Gleichung 
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Xdx  =  0 
befriedigt  werden  kann,  so  folgt,  dass 

d^t^  =  0,  dn^  ==  ^^  •  •  •;  ^^''»  =  0 
die  kleinste  Anzahl  exacter  Gleichungen  ist,  infolge  deren  die  Diffe- 
rentialgleichung besteht.  Da  alle  Gleichungen  in  den  DifFerential- 
elementen  der  Variablen  linear  sind,  so  kann  die  ursprüngliche 
Gleichung  nur  eine  lineare  Combination  der  n  exacten  Gleichungen 
sein,  so  dass  es  Grössen  U  geben  muss,  für  welche 

Xdx  =  Uidu^  -\-  U^du^  +  •  •  '  +  Uadun 
ist.     Die  Elemente    du   müssen    sämmtlich    vorkommen,    denn    sonst 
würde   die  Gleichung  durch   das  Verschwinden  der  wirklich  vorkom- 
menden befriedigt  werden,   d.  h.   durch    ein  Integralsystem,    welches 
weniger  Glieder  enthält*). 

§  73. 

Nach  der  Definition  eines  Differentialquotienten  nach  einer  exten- 
siven Grösse  ist: 

du  -,  7 

-j-  dx  =  du , 

dx  ' 

daher : 

i  =  l  i  =  l 

SO  dass  wir  setzen  können: 

du. 


'^l         au. 


1=1 
und  X  ist  ein  Ausdruck  »mit  einer  einzigen  Lücke.     Hieraus  ist: 


dX  _   ^  dU^du^        'S^  TT  ^ 
dx~  ^    dx  dx'^  ^   ^'  ~dx^' 


ein  Ausdruck  mit  einer  zweifachen  Lücke,  und  in  gewissen  Theilen 
desselben,  z.  B.  in  ieder  Grösse  -i—^,  sind  die  beiden  Lücken  ver- 
tauschbar. 

Gehen  wir  nun  zur  Bildung  des  durch 


[^(f)"] 


*)  In  Bezug  auf  die  allgemeinere  Form  des  Integralsystems,  infolge  dessen 
S  Udu  verscliwindet,  vgl.  §  142,  Anmerkung. 


[§  74] 


Grassmann's  Methode.  137 


dX 
dargestellteii  lückenlialtigen  Products  über,    so   können  wir   aus  -^ 

diejenigen  Tlieile  weglassen,  welche  zwei  vertausclibare  Lücken  haben, 
weil  dieselben  zu  verschwindenden  Grössen  führen.     Daher: 

__,  r       du.  d  U.  du.  d  U,  du,.        -\ 

^^   y  \tj ' l  L  -  _-  .  .  . 

-^  L    ^  dx   dx    dx    dx    dx        J' 

wo  die  Anzahl  der  verschiedenen  Indices  i,  j,  Je,  .  .  .  gleich  n  +  1  ist 
und  die  Klammer  das  gewöhnliche  Gesetz  der  Multiplication  lücken- 
haltiffer  Ausdrücke  darstellt.  Da  aber  nur  n  Grössen  u  und  n  +  1 
Indices  vorhanden  sind,  so  müssen  von  den  Grössen  ^  in  jedem 
der  combinatorischen  Producte  zwei  gleiche  vorkommen,  und  daher 
ist  jedes  solches  Product  Null.  Demnach  verschwindet  jedes  Glied  der 
obigen  Summe  und  daher  ist: 

wenn  Xdx  wie  im  letzten  Paragraphen  darstellbar  ist. 
Wird  das  nämliche  Verfahren  angewendet,  um  die  Form      » 

zu  bilden,  so  können  wir  im  Allgemeinen  nicht  behaupten,  dass  sie 
verschwindet;  ebensowenig  können  wir,  wenn  wir  das  Verfahren  zur 
Bildung  des  Ausdrucks 

anwenden,  im  iUlgemeinen  behaupten,  dass  er  verschwindet*),  dagegen 
lässt  sich  leicht  zeigen,  dass,  wenn  es  zur  Bildung  von 

angewendet  wird,  der  Ausdruck  verschwinden  muss. 

§  74 
Die  beiden  eben  erhaltenen  symbolisch  durch  lückenhaltige  Pro- 
ducte dargestellten  Gleichungen 

[^(f)"]=o,  [(in=o 

können  durch  Zahlgleichungen  ersetzt  werden. 

*)  Der  Ausdruck  verschwindet,  wenn  die  Grössen  U  und  ii,  nicht  unabhängig 
von  einander  sind;  vgl.  die  Citate  in  der  Anmerkung  zu  §  63. 
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Wir  betrachten  zunächst  die   erstere.     Da  X  eine  und  -j—  zwei 

ax 

Lücken  enthält,  so  ist : 

wo  of,  ß,  .  .  .,  i,  0-  irgend  2n  ~\-  1  der  ganzen  Zahlen  aus  der  Reihe 
Ij  .  .  .,  m  sind. 

Ist  zunächst  m  <  2 ;? ,  so  kann  wenigstens  eine  der  Grössen  e 
linear  ausgedrückt  werden  durch  die  übrigen  mittels  einer  Relation, 
deren  Coefficienteu  Zahlgrössen  sind.  Daher  ist  das  Product  noth- 
wendig  Null  und  es  ergiebt  sich  keine  Bedingung. 

Ist  zweitens  m  ==  2n  -{-  1,  dann  giebt  es  nur  eine  Grleichung: 

Nun  ist,  abgesehen  von  einer  Potenz  ( —  1)'"+^: 

Xea  =  Xa 

und  daher  : 

dX  d    ^  d    -^^  ^^ß 

dx    P   '         dx        I     '^         dx      '    '^         ox^, 

Der  vorhergehende  Ausdruck,  welchei?  ein  lückenhaltiges  Product 
ist,  ist  daher  gleich : 

abgesehen  von  einem  weggelassenen  Zahlenfactor ,  welcher  gleich 
(2w  -|-  1)!  ist.  Die  Summation  erstreckt  sich  dabei  auf  alle  mög- 
lichen Yertauschungen  der  Indices  aus  der  Reihe  1,  2,  ...,  2m-|-1> 
und  jedem  Gliede  ist  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  vorzu- 
setzen, je  nachdem  die  Anzahl  von  Yertauschungen,  durch  die  es  her- 
vorging, eine  gerade  oder  ungerade  war.  Werden  die  Vertauschungen 
zu  je  zweien  vorgenommen,  derart  dass  in  jedem  faare  die  Zahl  der 
Vertauschungen  einmal  gerade,  das  andere  Mal  ungerade  ist,  während 
die  übrigen  Indices  ausser  diesen  beiden  vertauschten  dieselben  sind 
so  können  wir  in  einem  solchen  Falle  die  Glieder  paarweise  ver- 
einigen.    Haben  wir  z.  B.  ein  Glied 

dX^  dX,         dX^ 


dx      dx^  dxc 


so  haben  wir  uoch  ein  anderes 

Xa 


dx^dXs      dx^ 


dxß    dx^        '^^^ 
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und  diese  beiden  addirt  geben: 

-jr  Xatt^y-^-'-^- 
Yeifahien.  wir  in  dieser  Weise,  so  erhalten  wir 

welches  bei  den  jetzt  beschränkten  Vertauschungen  mit  der  Jaco bi- 
schen Bedingung  übereinstimmt  (§  65). 

Ist  drittens  w  >  2n  -f"  1>  so  haben  wir  die  Gleichung 

welche  gilt  für  jede  Wahl  von  2n  -\-  1  ganzen  Zahlen  a,  ß,  . . .,  l,  % 
aus  der  Reihe  1,  .  .  .,  m,  und  jede  solche  symbolische  Gleichung  führt 
zu  einer  Zahlgleichung 

2 -I-  {Xa a,i y  .  .  .  a,s)  ^0. 

Daher  ist  die  Anzahl  solcher  Zahlgieichimgen  dieselbe  wie  die 
Anzahl  der  Combiuationen  ohne  Wiederholung  aus  den  Elementen 
1,  .  .  .,  m  zur  2n  -\-  1*®°  Classe.  Aber  diese  Gleichungen  sind  nicht 
alle  unabhängig  von  einander,  und  es  reicht  aus,  nur  diejenigen  bei- 
zubehalten, welche  einen  specielleu  Index,  z.  B.  1,  gemeinschaftlich 
haben  imd  deren  Anzahl  somit  gleich  der  Anzahl  der  Combiuationen 
zur  2^*^^"  Classe  aus  den  m  —  1  Elementen  2,  .  •  .,  m  ist. 

Die  zweite  Gleichung  in  §  73: 

[(sr']-o 

kann  in  derselben  Weise  behandelt  werden.     Sie  führt  zu 

für  jede  Wahl  von  2n  -\-  2  ganzen  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  .  .  .,  m. 

Ist  m  <.2ii  -}-  2,  so  ist  das  Product  nothwendig  Null. 

Ist  m=2u-\-2,  dann  werden  wir  wie  vorher  zu  der  Zahl- 
gleichung geführt: 

^  dz  [^1^2  •  •  •  ('2n  +  l, 211  +  2]   =  0, 

WO  das  Gesetz  der  Summati on  dasselbe  ist  wie  vorher. 

Ist  m  ^  2n  -{-  2,  so  giebt  es  für  jede  Combination  eine  Zahl- 
gleichung von  der  für  den  Fall  m  =  2n  -\-  2  gegebenen  Form. 

Diese  Bedingungen  sind  nicht  unabhängig  von  der 
ersten,  eine  wichtige  Eigenschaft,  für  welche  Grassmann  zwei  Be- 
weise   giebt.     Wir    brauchen    dieselben    hier    nicht    zu    wiederholen^ 
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vielmehr  genügt  es  anzugeben,  dass  sein  erster  Beweis,  wenn  man 
seine  Ausdrucksweise  auf  Zalilgrössen  überträgt^  darauf  hinauskommt, 
die  Identität  zu  beweisen: 

2  =  2 

WO  auf  der  rechten  Seite  die  Zahl  1  in  der  Reihe  i-\-  1,  i -\- 2,  ...,i  —  1 
wegzulassen  ist.  Der  Beweis  dieser  Identität  -rechtfertigt  jene  Be- 
hauptung. 

Beispiel.     Wenn  die  Pf  äff 'sehe  Gleichung 

m 

•  (=1 
durch  eine  einzige  Gleichung  ii  =  c  befriedigt  werden  kann,  so  dass 
sie  die  Form  annimmt : 

m 

y',  Xidxi  =  TJdu  =  0, 

2  =  1 

so  sind  die  Bedingungen  hierfür  dargestellt  durch  den  Verein  der 
Gleichungen,  welche  in  der  symbolischen  Gleichung 

enthalten  sind,  und  zwar  sind  dies,  wenn  man  auf  die  Zahlgleichungen 
zurückkehrt,  die  Gleichungen: 

Xattjiy   -f-   X^aya  -\-   Xyttaß  =  0 

für  jede  drei  Indices  a,  ß,  y. 


§  75. 

Wenn  die  Bedingungen,  welche  nothwendig  sind  dafür,  dass  die 
Gleichung 

Xdx  =  0 

ein  aus  n  Gleichungen  bestehendes  Integralsystem  habe,  gefunden 
sind,  so  ist  der  nächste  Schritt  die  Transformation  der  Zahlgrösse 
Xdx  und,  wie  bei  andern  Methoden  zur  Behandlung  der  Pf  äff 'sehen 
Gleichung,  geschieht  die  Transformation  schrittweise. 

Die  extensive  Grösse  x,  welche  aus  m  Einheiten  besteht,  muss 
dargestellt  werden  als  eine  Function  einer  anderen  aus  nur  m  —  1 
Einheiten  ableitbaren  extensiven  Variablen  a  und  einer  veränderlichen 
Zahlgrösse   t,  und    zwar  ist   die  Transformation    derart    einzurichten, 
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dassj  wenn  mau  diese  Ausdrücke  für  x  in  die  gegebene  Gleicliung 
einführt,  dann  der  Ausdruck  Xdx  unabhängig  von  dt  und,  eventuell 
bis  auf  einen  Zahlfactor  N,  auch  unabhängig  von  t  wird.  Setzen 
wir  dann : 

dx  =  daX  -\-  dtX , 
so  müssen  wir  haben: 

XdtX  =  0       I 

dtj^XdaX  =  0.\ 
Führen  wir 

'-\ 

ein,  so  giebt  die  zweite  Grieichung: 

kXdaX  =  d((XdaX)  =  diXdaX  -\-  XdtdaX. 
Ferner  erhält  man  aus  der  ersten  Gleichung 

0  =  daiXdtx)  =  daXdtX  -\-  Xdad/X , 
und  da  t  eine  Zahlgrösse,  so  ist: 

dadtX  =  dtdaX, 
daher  ergiebt  sich  durch  Subtraction: 

iXdaX  =  dtXdaX  —  da  XdtX 

d  -X-   -,       -,  cl  j'i.  -j       -, 

=  -r—  ät  X  da  X j—  da  xdt  X 

dx  dx 

oder : 

—  l XdaX  =  [-^  daxdtxj^ 

wo  die  rechte  Seite  nunmehr  ein  lückenhaltiges  Product  ist,  in  welchem 

-p-  zwei  Lücken  enthält. 
dx 

Wir  haben  daher  den  Satz : 

Wenn  c  irgend  eine  Grösse  von  derselben  Gattung  wie 
X  und  daX  bezeichnet  und  wenn  für  jede  solche  Grösse  c 
die  Gleichung 

erfüllt  ist,  so  ist: 

XdtX  =  0      und     dt  -tj  XdaX  =  0, 

wo  ~rr-  =  A  ist  und  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  wird. 
Zunächst  haben  wir,  da  die  Gleichung 


-'^^^  =  r^^^^'^] 
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für  jede   Grösse  c  von   der   angegebenen   Art    befriedigt   ist,    und   da 
dtX  eine  solche  Grösse  ist: 

—  XXdfX  =  \-^  dtxdtx\ 

=  0. 
Ferner  ist  A  eine  Zahlgrösse  und  verschieden  von  Null;  daher: 

XdtX  =  0 , 
wodurch  die  erste  Gleichung  bewiesen  ist.     Aus  derselben  folgt: 
0  =  daXdfX  -f-  XdadfX 

=  -j^  daXdfX  +  XdadtX . 

Substituiren  wir  dann  weiter  in  der  Gleichung,  welche  für  die 
Grössen  c  erfüllt  ist,  für  c  eine  Grösse  daX,  welche  von  der  verlangten 
Gattung  ist,  so  erhalten  wir: 

—  IXdaX  =  I -^  daXdtxl 

et  -Ä,       -j  -j  (i  J\,      -t  -j 

■■      ■  '.  (t/T  ./•  (A'/  Jb  ~^  C'/  *A/  (Xn  Jb  ■ 

dx  dx  ' 

und  diese  führt,  von  dem  eben  erhaltenen  Resultate  subtrahirt,  zu: 

iXdaX  =  XdadtX -\-  -j—  dtxdaX 

=  XdadtX  -f-  dtXdaX 

=  XdfdaX  -\-  dfXdaX 

=  dt  (Xdax) , 
und  daher: 

dt  (^  XdaX)  =  0, 

wodurch  die  zweite  der  obigen  Gleichungen  bev^iesen  ist.     In  Wirk- 
lichkeit  ist   der    ganze  Beweis    bloss    eine    Umkehrung    der    früheren 
Untersuchung. 
Da 

Xdx  =  XdaX  -f-  XdfX 

=  XdaX, 
so  haben  wir: 

Xd„x  =  0 

und  daher,  da  N  eine  Zahlgrösse  ist,  auch: 

—  XdaX  =  0, 

eine  Gleichung,  welche  weder  t  noch  dt  enthält  und  daher  die  trans- 
formirte  Form  von  Xdx  =  0  ist. 
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Es  ist  dalier  ersichtlicli,  dass  das  Erfülltsein  der  cliarak- 
teristischeu  Gleichung 

—  iXc  =    -r-  cdtX 
Lax  J 

ausreicht,  um  zur  gewünschten  Transformation  zu  gelangen. 


§  76. 

Wir   gehen  nun   dazu   über,    einen   Werth   von   r/^r  von    solcher 
Beschaffenheit  zu  suchen,  dass  die  charakteristische  Gleichung 


'^^^  =  [^^^'^^1 


für  alle  Grössen  c  von  derselben  Gattung  wie  x  befriedigt,  d.  h.  linear 
ableitbar  ist  aus  den  Einheiten,  welche  in  x  vorkommen.  Die  zu 
diesem  Zwecke  angewendete  Methode  besteht  darin,  d^x  für  eine 
sj)ecielle  Grösse  c  von  der  passenden  Art  zu  finden  und  zu  zeigen, 
dass  der  sich  ergebende  Werth  von  dtX  es  ermöglicht,  die  Gleichung 
für  alle  derartigen  Grössen  zu  befriedigen. 

Zunächst  setzen  wir  voraus,  dass  die  Gleichungen 

[^(^jr']=o.  -'  [(f)']=o 

nicht  beide  erfüllt  sind;  denn  diese  sind  die  Bedingungen  dafür,  dass 
die  ursprüngliche  Pf  äff 'sehe  Gleichung  Xdx  ==  0  durch  n  ■ —  1  Inte- 
grale befriedigt  werden  könnte;  daher  m  ^  2n — 1.  Ferner  würde 
das  System  der  Gleichungen 

weim  erfüllt,  eine  Folge  des  Systems  .      ' 

sein,  und  daher  wird  vorausgesetzt,  dass 

ist. 

§  77. 

Zuerst  sei  m  =  2,n  und  zugleich  werde  angenommen,  dass  |  (^  ) 
nicht  verschwindet. 

Wie  in  §  71  bezeichne  Er  die  complementäre  Einheit  von  Cr,  so 
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[§  77] 


dass   [PrEr^  =  1   ist.     Offenbar  ist  E,   das  Product  von  2».  —  1  Ein- 
heiten und  kann  gleicli  ( —  l)*""^  Cr+i . .  .c^nf'i-  ■  ■  e?— i  gesetzt  werden. 

Da  -, —  ein  Ausdruck  mit  zwei  Lücken  ist,  so  ist  die  Grösse 


0"-'^J 


linear  in  den  Einheiten  e  und  daher  von  derselben  Gattung  wie  a;; 
demnach  kann  sie  in  die  charakteristische  Gleichung  (§  76)  eingesetzt 
werden^  welche  dadurch  die  Form  annimmt: 


\X\n-l 


eme  m 


Da  X  ein  Ausdruck  mit  einer  Lücke  und  I  (y^)        EA 
den  Einheiten  lineare  Grösse  ist,  so  folgt,  dass 

eine  Zahlgrösse  ist  und  dass  sie  dargestellt  werden  kann  in  der  Form: 

Analog  ist  die  rechte  Seite   eine  Zahlgrösse,  welche   dargestellt 
werden  kann  in  der  Form: 

und  daher  wird  die  Gleichung: 

Nun  haben  wir,  wenn  i  von  r  verschieden  ist: 

[ErBi]  =  0 

und  ferner: 

[E,e,]  =  (—  \f—^  [e,i?,]  =  -  1 , 

somit  erhalten  wir: 

Da  der  Coefficient  von  X  auf  der  linken  Seite  eine  Zalilgrösse 
ist  und  2n  —  1  Lidices  enthält,  so  wird  derselbe  (numerisch  ausge- 
drückt) eine  algebraische  Summe  dividirt  durch  {2n  —  1)!  sein;  analog 
ist   der   Coefficient  von  cltXr   auf  der   rechten  Seite   (wenn  numerisch 
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dargestellt)  eine  algebraische  Summe  dividirt  durch  (2n)\.  Setzen 
wir  also: 

{2n)l  l  1  2nX 

so  erhalten  wir: 

(1)  '^.^r=fM^'"^'] 

und  daher: 

2n 

dtX  =  ^  eidtXi 

welche  Gleichung  einen  Werth  von  dtX  ergiebt. 

§  78. 

Es  muss  nun  gezeigt  werden,  dass  dieser  Werth  von  dtX,  in  die 
Gleichung  für  c  eingesetzt,  dieselbe  identisch  erfüllt,  welche  Grösse 
von  der  geeigneten  Gattimg  auch  immer  für  c  gesetzt  werden  möge. 

Da  X  eine  Lücke  und  -3—  zwei  Lücken  hat,  so  hat  das  lücken- 
dx  ' 

haltige  Product  |x(-t-J       J  2w —  1  Lücken,  während  2n  Einheiten 

e  vorhanden  sind.  Demnach  ist  es  eine  Zahlgrösse,  wenn  seine  Lücken 
durch  irgend  ein  System  sämmtlicher  Einheiten  bis  auf  eine  ausge- 
füllt werden.     Da  somit  eine  Einheit  übrig  bleibt,  so  können  wir  zu 

Ix  (-7—)       J  einen  Einheitsfactor  hinzufügen  und  diesem  Factor  eine. 

Lücke  geben,  ohne  die  Bedeutung  jener  Grösse  zu  ändern,  und  daher: 


2k 

2njLJ 
ß=i 


NKf)"-'^J] 


a  =  l 
Porsyth,  Theorie  der  Differentialgleichungen.  10 
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[§  78] 


da  Xca  eine  Zahlgrösse  ist.     Somit   erhalten  wir,   wenn  wir  dies  in 
den  Wertli  (I)  von  cltX  substituiren: 


[If  «''*'^]  = 


t2^-m-\.^i^r^^] 


a  =  l 
2re 


=  -  Ä  2"  3^^"  &  ^^^«) 


Nun  ist  aber 


für  a  ^  r 
für  cc  =  r 


d^ier ; 


[er  Er]  =  l, 


==    A  Xßr, 

nach  Substitution  des  Wertb.es  von  ^.     Dies  gilt  für  jeden  Index  r, 
und  da  jede   Grösse  c  von  der  angegebenen  Art  von    der  Form  ist: 


2  CT 

r=i 

WO  die  y  Zablgrössen  sind,  so  bat  man: 

oder  der  Wertb  von  dtX  löst  allgemein  die  Gleichung  für  c  und  ge- 
nügt daher,  um  zu  der  gewünschten  Transformation  von  Xdx  zu 
leiten. 

Die  Gleichungen  (1),  welche   Zahlgleichungen  sind,  können  auf 
die  nachstehend  angegebene  Form  gebracht  werden.     Es  ist: 

(—  iy~^Er  =  e^e^  ...  er-ierJ[-i  . .  .  e^n 
•und  daher  wie  in  8  74: 


\dxj 


Er 


''  (2W—  1)!   ^i  (^l«2,3  .  .  .  Ö2«-l,2«) 

mit  den  nämlichen  Vertauschungen  der  bei  der  Summation  auftreten- 
den Indices,  wobei  nur  der  Index  r  fehlt.    Für  n  ==3  z.  B.  hat  man: 

X  / -^  j    .El       =  -j^   {  X2  («3,4  «5,6  0^3,5  «4,6  +  «3,6  «4,5) 

Xg  («2,4  «5,0  «2,5  «4,G  "h  «2,6  «4,5) 

-f-  X4(a2,3«5,G  «2,5  «3,6  -f"  «2,6  «3,5) 

X5  («2,3  «4,6  «2,4  «3,6  -}"  «2,6  «3,4) 

+  Xc  («2,3  «4,5  —  «2,4  «3,5  +  «2,5  «8,4)  } 
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H^) 


K 


=  — r  {  Xj  («3,4  Ö55,6  Öf3,5  0^4,6  -f"  Öls, 6  Oti.s) 

X^(ai, 4,^5,6  ffl,5Öt4,6  +  0(1,6  <^4,5) 

+   X4  («1,3  «5,6  «1,5  «3, 6  +  0^1,6  «3,5) 

Xg  («1,3  «4,6  «1,4  0^3,6  -\-  <^i,6«3,4) 

-f-   Xq  («1,3  «4,5  «1,4  «3,5  +  0(1,5  «3,4)  } 

u.  s.  w.     Und  die  Hülfsgleicliungen  (1)  neliinen  die  Form  an: 
dx^  dx^  dx^  


[-( 


d^j    ^\ 


[-m~'A  [-m~'-' 


2n^ 


und  diese  stimmt  nach  den  obigen  Entwickelungeu,  wie  leicht  zu 
sehen,  mit  dem  ersten  Pfaff sehen  Hülfssystem,  wie  solches  auf  dem 
gewöhnlichen  Wege  erhalten  wird,  üherein. 


§  79. 


'dxV 

IxJ 


nicht 


Im   Vorhergehenden   wurde   angenommen,    dass     (- 
verschwindet.     Machen  wir  jetzt  die  gegentheilige  Voraussetzung,  dass 

=  0 


~(dxy~ 

_\dxj 


ist,  so  erhalten  wir  eine  der  Hülfsgieichungen  von  §  77  in  der  frühe- 
ren Form 


44^^')""'^^]  =  KS)"]* 


=  0; 
und  hierbei  ist   der  Coefficient  von  A  nicht  Null.    Demnach  muss 
A  selbst  verschwinden  und  daher  ist  N  unabhänsciß-  von  t. 

Wenn  daher  die  Transformation  möglich  ist,  so  darf  man  er- 
warten, dass  sie  derart  sein  wird,  dass  die  neue  Form  von  Xdx  nicht 
nur  frei  von  dt  sondern  auch  frei  von  t  ist. 

Nun  bleiben,  gerade  wie  in  dem  entsprechenden  Falle  bei  der 
Reduction  der  §§  61 — 63  mit  einer  geraden  Anzahl  von  ursprüng- 
lichen Variablen,  die  Hülfsgieichungeu  (und  infolge  dessen  die  Glei- 
chung, welche  dfX  giebt)  bestehen,  obwohl  dieselben  unter  einer  An- 
nahme erhalten  wurden,  welche  nicht  mehr  gültig  ist,  d.  h.  wir  haben 
für  m  =  2n: 


dtX  =  ^ 


[^m^]' 


10' 
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aucli  wenn  die  Pfaff'sclie  Function     (75—)         verschwindet    (§   74). 
Der  Beweis  ist  folgeudermassen: 

Wir  haben  für  diesen  Werth  von  dtX: 

Biklen  wir  dieses  lückenhaltige  Product  wie  in  §  73,  so  erhalten 
wir  darin  n  -\-  1  Factoren  mit  nur  n  Grössen  ^,  so  dass  jedes  Glied 
eine  gewisse  Grösse  —  mindestens  zweimal  enthält  und  daher  ver- 
schwinden muss.     Daher  verschwindet  die  Summe   und  wir  erhalten: 

XdfX  ==  Ö , 
die  erste  der  wesentlichen  Gleichungen. 

Ferner  erhalten  wir  aus  dem  Werthe  von  diX  wie  in  §  78: 

rdX 


dx 


t/»"  t'/  t/-' 


In 


_\dx)  _ 


0, 


und  daher  ist  für  jede  Grösse  c  von  derselben  Gattung  wie  x: 

rdX 


dx 


cdfX 


=  0. 


Auch  daX  ist  von  dieser  Art  und  daher: 
rdX 


dx 


daXdfX 


d.  i. 


=  0, 


d  -A.  -,       -,  d  X  1      -j 

-r-  daXdtX  —  -5—  dtXdaX 
dx      >  dx 


0, 


und  daher: 


da  X  .  dfX  —  dtX  .  daX  =  0, 
woraus    wir   nach    Addition    und    Subtraction    der    gleichen    Grössen 
dadtX  und  dfdaX  auf  der  linken  Seite  erhalten: 

da  (X  di  x)  —  dt  {Xda  x)  =  0. 

Wie  vorher  bewiesen  aber  ist: 

XdfX  =  0 , 
daher: 

dt(XdaX)  =  0, 

so  dass  XdaX  von  t  unabhängig  ist.     Ueberdies  ist 

Xdx  =  XdaX  +  XdfX       ^ 

=  XdaX, 
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SO  dass  also  die  durch  die  Gleichung 

^,^  =  f*[z(|f)      J 

bestimmte    Transformation    die    neue   Form   von   Xdx   nicht 

nur  von  dt,  sondern  auch,  im  Falle     (77^)      =  ö    ist,    von    t 
unabhängig  macht. 

§  80. 


Die  Grleichunsr 


d,x  =  ii[x[^)       ] 


bestimmt  die  Ableitungen  dfXi,  .  .  .,  dtX2,i.  und  fi.  Da  dieselbe  aber 
nur  2n  Gleichungen  äquivalent  ist,  so  kann  man  eine  der  Grössen 
als  unbestimmt  bleibend  und  daher  als  willkürlich  annehmbar  be- 
trachten. Wir  setzen  t  =  X2nf  dieselbe  Voraussetzung,  welche  bei 
den  andern  Methoden  zur  Behandlung  der  Pf  äff 'sehen  Gleichung  ge- 
macht wurde.  Setzt  man  dies  in  die  für  r  =  2u  geltende  Gleichung 
(1)  des  §  77  ein,  so  ergiebt  sich: 


Es  sei 
daher: 
ferner: 


y  =  Xy^e^  +  x-^e^  -\ \-  Xin-iC^n-i  , 

y  =  X  X2ne2nj 


dX2n  ij  =  dXin^  e2ndX2n 


2ndx.^^ 


[^(^)""': 


oder: 


dy  2w  r^  /dXY—y 


—  62  n  dX2i 


''-  [-(^r'-^j 


[^m 


—  62, 


Substituiren  wir  auf  der  rechten  Seite  y  -\-  X2ne-in  für  x,  so  wird 
sie  eine  Function  von  y  und  X2n- 

Diese  Gleichung  giebt  nach  Integration  das  Resultat  zunächst  in 
der  Form 

y  =  a  -\-  X2n(p , 
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wo  q)  eine  Function  von  y ,  x^n  und  a  ist,  und  wo  a  der  Wertli  von 
y  für  X2n  =  ^  d.  h.  der  Werth  von  x  für  ajg«  =  0  ist,  und  daher  nur 
2;i  —  1  der  Einheiten  enthält.    Danach  erhalten  wir  a  in  der  Form: 

a  =  Function  von  y  und  x^n 
=  Function  von  x  und  3:2« 
nach  Substitution  des  Werthes  von  ?/.*) 

§  81. 

Die  Zahlgrösse  iV^,  in  der  x^n  vorkommt,  wenn  es  überhaupt 
irgendwo  vorkommt,  werde  durch  N{x)  bezeichnet,  wenn  sie  ausge- 
drückt ist  als  Function  von  x.    Wir  haben: 

X  =  a  -\-  X2,i{(p  4-  e^n), 
und  daher: 

daX  =  da  -\-  X2nda(p. 

Nun  geht  die  transformirte  Gleichung,  welche 
^  XdaX  =  0 
ist,  hiernach  über  in: 

m^)  ^*^^)  ^^^^  +  ^^" ^""^^  ^  ^  • 

Die  linke  Seite  aber  ist  unabhängig  von  X2n  und  behält  daher 
die  nämliche  Form,  welcher  Werth  auch  X271  beigelegt  werden  möge. 
Wenn  dieser  Grösse  der  Werth  Null  beigelegt  wird,  so  geht  x  über 
in  a  und  die  Gleichimg  ist: 

j^^X{a)da  =  0; 

oder,  wenn  man  den  Zahlenfactor  N(a)  abwirft  und  Ä  für  X(a) 
schreibt,  so  wird: 

Ada  =  0. 


*)  Dies  ist  ein  schwacher  Punkt  in  der  Grassmann'schen  Methode,  wenn 
man  dieselbe  nicht  bloss  von  rein  theoretischem  Standpunkte  betrachtet;  denn 
die  Form  der  Function  ist  eine  unendliche  Reihe,  welche  durch  Umkehrung 
einer  Taylor'schen  Reihe  entsteht,  und  es  wird  nicht  bewiesen,  dass  die  Reihe 
convergirt.  Aber  auch  wenn  die  Reihe  convergirte,  so  ist  doch  die  Form  des 
so  gefundenen  Integrals  derart,  dass  dieser  Schritt  der  Methode  unausführbar 
wird,  und  dies  wird  so  bleiben  müssen,  bis  irgend  eine  andere  Methode  für  die 
Integration  einer  Differentialgleichung,  deren  abhängige  Variable  eine  extensive 
Grösse  ist,  gefunden  ist. 
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Die  Grösse  a  enthält  nur  2n  —  1  der  Einheiten;  somit  ist  die 
Gleichung  transformirt  und  enthält  nur  2n  —  1  veränderliche  Zahl- 
grössen. 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  die  extensive  Gleichung 
a  =  Function  von  x  und  X2n 
zu  2w  —  1  Zahlgleichungen  von  der  Form 

tti  =  Function  von  x^,  .  .  .,  x^^ 
führt,  so  dass  diese  2w  —  1  Gleichungen  einem  Systeme  von  Inte- 
gralen des  gewölmlichen  Hülfssystems  äquivalent  sind.  Ihre  Form 
entspricht  der  Form,  in  welcher  Jacob i  (§  70)  das  Hülfssystem  nahm, 
nämlich  bei  der  Einführung  der  Hauptintegrale,  eine  Correspondenz, 
die  von  Grassmann  direct  beabsichtig  war. 

§  82. 
Wir  nehmen  nun  m  >  2  n ;  dann  ist 

[x(«r]=o,  [xfj)'-]^o. 

Die  charakteristische  Gleichung,  deren  Erfülltsein  die  Transformation 
von  X-dx  möglich  macht,  ist: 


[^^^'^l^'^^^' 


wo  c  von   derselben  Gattung  ist  wie  x.    Setzt  man   der  Reihe  nach 
c  =  ßj,  .  .  .,  e,n  und  sclireibt  man: 


Gts  =  \-^  e,dtx\  —  AZe,, 


so  wird  die  charakteristische  Gleichung  ersetzt  durch: 

G-j^  =="  G-2  =  •  •  •  =  Gtvi  =  0 . 

Zimächst  nehmen  wir  au,  dass     ( "j— )      nicht  verschwindet  und 

dass  daher  X  ebenfalls  nicht  verschwindet. 

Es  seien  r^,  .  .  . ,  ^2«,  e^  irgend  2n  -\-  1  der  m  Einheiten  für 
r  =  2n  -\-  1,  .  .  .,  m.  Man  bezeichne  [e^,  .  .  ,,  e^n,  g?-]  mit  E  und 
nehme  für  Fs  das  Product  sämmtlicher  e's  in  E  ausser  e.,.,  so  dass 
[ßs  Fs]  =  E,  und  endlich  bezeichne  «^  den  Zahlenausdruck 

Alsdann  ist: 
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=-(^«+i)[("r^*-]-^(2«+i)[^ri)"^]- 

Wir  liaben  aber: 

[^(if)"]=o  ™<-  [(i!r']=o, 

daher  verschwindet  die  rechte  Seite  und  es  ist: 

^tts  Gs  =  0. 
Hieraus  folgt,   dass  es  eine  Zahlgleichung  zwischen  2n  -\-  1  der 
Gleichungen  G  ==  0  giebt  und,  wenn  man  die  Einheiten  anders  wählt, 
dass  überhaupt  zwischen  jeden  2n  -\-  1   von  diesen  Gleichungen  eine 
Zahlbeziehung  existirt. 

Es  kann  vorkommen,  dals  für  eine  gewisse  Wahl  der  2  m  -f-  1 
Einheiten  einige  der  Grössen  a  Null  sind;  indessen  kann  dies  nicht 
für  alle  Combinationen  zutreffen,  da  sonst  im  Widerspruch  zur  Vor- 
aussetzung    {-jt)    \   verschwinden  würde.     Daher  müssen  einige  der 

Gleichungen  2n  -{-  1  Glieder  G  enthalten  und  somit  können  wir  ein 
System  von  2n  der  Grössen  Gy,  .  .  .,  Gm,  etwa  G^,  .  .  . ,  G2n,  derart 
wählen,  dass  die  übrigen  m  —  2n  aus  jenem  System  numerisch  ab- 
leitbar sind. 

Wir  haben  daher  nur  2n  Zahlgleichungen,  welche  unabhängig 
von  einander  sind  und  die  Grössen  dtX^,  dtX2,  ...,  d(Xm  und  A  ent- 
halten. Wie  vorher  ersetzen  wir  A  durch  eine  entsprechende  Grösse 
(i  und  lösen  die  Gleichungen  nach  den  Grössen  dtXi  auf.  Da  nur 
2n  Gleichungen  vorhanden  sind,  können  auch  nur  2n  der  Grössen 
definit  bestimmt  werden;  die  mit  den  übrigen  verbundenen  werden 
gleich  Null  gesetzt.  Die  auf  diese  Weise  bestimmten  seien  dtX^ ,... ,  dtX2n , 
alsdann  werden  X2n+i,  •  •  •?  x^  als  Constante  betrachtet.  Die  2n  Glei- 
chungen sind  nun  Gleichungen  in  ^  und  dtXj^,  .  .  .,  dfX^n':  werden  die- 
selben in  gleicher  Weise  behandelt  wie  das  System  in  §  80,  so  ge- 
langen wir  zu 

dt(e^Xi-\ h  e2nX2n)  =  tl[X  [-^y      %i  .  .  .  62»), 

und  daher,   da  dfXr  =  0  für  r  =  2n  -\-  1,  .  .  .,  in  ist,  so  haben  wir: 

äa=-i^[x{^-^y~'e,..,e2?^- 

Diese  Gleichung  wird  wie  vorher  integrirt;  das  Integral  enthält 
eine  extensive  Constante  a,  welche  den  Werth  von  x  für  t  (das  gleich 
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x-in  sein  sollte)  gleich  Null  ist;  und  wenn  man  dieses  in  die  ursprüng- 
liche Gleichung  substituirt,  so  gelangt  man  zu  einer  Gleichung  von 

der  Form 

Ada  =  0, 

wo  A  die  nämliche  Function  von  a  wie  X  von  x  ist  und  die  neue 
Grösse  a  nur  m  —  1  Einlieiten,  nämlich  e^,  .  .  .,  62^—1,  e2«-i-i,  . . .,  e,„ 
enthält. 

Es  war  vorausgesetzt,  dass  [(^)  J    ^o^i   Null    verschieden    ist. 
Wenn  dies  nicht  der  Fall,  also 


O"]  =  o. 


daher  A  =  0   und  somit  iV"  unabhängig  von  t  ist,   so   beweisen  wir 
wie  in  S  79,  dass 


d,x  =  ^\xi^^"    ^....e^J, 


welches  der  Werth  in  dem  vorigen  Falle  ist,  noch  richtig  und  hin- 
reichend ist,  um  die  gewünschte  Transformation  auszuführen.  Denn 
mit  diesem  Werthe  erhalten  wir  für  s  =  1 ,  .  .  . ,  m : 

=  — A  V 

2n  ^ 


'  ^x.O".^,] 


!  =  1 

=  0 

bei  der  gegenwärtigen  Voraussetzung.     Da  dies  für  jede  der  m  Ein- 
heiten richtig  ist,  so  erhalten  wir  nach  Bildung  von  äa  x  die  Gleichung 

[^daXd,x]=^0 

und  daher: 

-T^  daXdtX -^  dfXdaX  =  0. 

Ferner  wie  im  früheren  Falle: 

XdtX==0. 

Von  hier  aus  ist  der  Rest  des  Beweises  wie  zuvor  und  man  gelangt 
zu  dem  Resultat,  dass 

XdaX  =  0 

unabhängig    von    t    und    dt    und    durch    m  —  1     Einheiten    darge- 
stellt ist. 
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Hiernach    gelangen    wir    durch   die   aus  der  Integration 
der  Gleichung 

dtx  =  ii[x  (^)"~'  ei  .  . .  62»] 

abgeleitete  Transformation  von  der  Gleichung  Xdx  =  0,  wo 
X  eine  extensive  Grösse  mit  m  Einheiten  (m  >  2)^)  ist,  zu  der 
Gleichung 

Ada  =  0, 

wo  a  eine  extensive  Grösse  ist,  die  nur  m  —  1  Einheiten  ent- 
hält, und  A  dieselbe  Function  von  a  ist  wie  X  von  x. 

§  83. 
Die  Gleichung 

ist  identisch  erfüllt,  welches  immer  auch  der  Werth  von  x  sein  möge. 
Ersetzen  wir  daher  x  durch  a  und  X  durch  A,  wo  ^  die  nämliche 
Function  von  a  wie  X  von  x  ist,  so  haben  wir: 


[^(^^)"]  =  o. 


Ist  nun  m —  1,  die  Anzahl  der  Einheiten  in  a,  grösser  als  2n, 
so  können  wir  die  vorhergehende  Methode  anwenden  zur  Transfor- 
mation von  Ada  ==  0  in  Bdh  =  0,  wo  &  nur  (m  —  1)  —  1  ==  m —  2 
Einheiten  enthält  und  JB  dieselbe  Function  von  h  wie  A  von  a  und 
somit  wie  X  von  x  ist,  und  wir  erhalten: 

.[^(fr]=o. 

Fahren  wir  in  derselben  Weise  weiter  fort,  so  können  wir  die 
Gleichung  reduciren,  bis  die  extensive  Variable  h  nur  2«  Einheiten 
enthält,  und  sie  nimmt  dann  die  Form  au: 

Kdh  =  0, 
wo  K  dieselbe  Function  von  h  wie  X  von  x  ist,  und  zwar  kann  diese 
Reduction  ausgeführt  werden  unter  der  Voraussetzung,  dass 

[^(f)"]-o 

ist,  Bedingungen,  die  nothwendig  und  hinreichend  sind. 

Wenden  wir  schliesslich  die  Methode  des  §  81  auf  diese  Gleichung 
^n,  so  gelangen  wir  zu  einer  Gleichung  von  der  Form: 

Ydy  =  0, 
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ürassmann's  Methode. 


155 


wo  y  nur  2 11  —  1   Einheiten   enthält  und   Y  die  nämliche  Function 
von  y  wie  X  von  x  ist. 


§  84. 

Weiterhin    geschieht   nun    die   Grrass  mann 'sehe  Reduction    von 

11 

Xdx  =  0  auf  die  Form  ^  UidUi  =  0  wie  bei  der  Pf  äff 'sehen  Me- 

thode.  Eine  der  veränderlichen  Zahlgrössen  in  y  wird  als  constant 
betrachtet,  so  dass  dann  die  Gleichung  Ydy  =  0  nur  2n  —  2  va- 
riable Zahlgrössen  und  daher  2n  —  2  Einheiten  enthält.  Die  Reduc- 
tion des  so  modificirten  Ausdrucks  Ydy  auf  nur  2n- — 3  Einheiten 
geschieht  wie  in  §  81;  sodann  wird  eine  der  neuen  variablen  Zahl- 
grössen constant  gesetzt,  so  dass  die  Gleichung  nun  2n  —  4  ver- 
änderliche Zahlgrössen  und  daher  2n  —  4  Einheiten  enthält  und  so 
fort  bis  zu  Ende.  Augenscheinlich  sind  n  Reductionen  erforderlich, 
indem  jede  Reduction  eine  einer  Constanten  gleichgesetzte  veränder- 
liche Zahlgrösse  und  daher  ein  Integral  liefert,  so  dass  n  Integrale 
erhalten  werden;  und  alsdann  ist  die  Bildung  des  Ausdrucks  UJJdu, 
wenn  verlangt,  nur  mehr  eine  Vergleichung  der  Coefficienten. 
Aufgabe  1.     Bezeichnet  man  durch  [1,  .  .  .,  «]2r  das  System: 


8x„ 


Xi  ,      X2, 


d_ 

x„ 

Xn 


worin  2r  Reihen  vorhanden  sind  und  bei  der  Entwickelung  einer  De- 
terminante der  i*®  Factor  jedes  Gliedes  aus  der  i^""^  Reihe  zu  nehmen 
ist,  so  soll  gezeigt  werden,  dass  [1 ,  .  .  . ,  n]2r  =  0  die  Bedingung 
dafür  ist,  dass 


auf  die  Form: 


reducirbar  ist. 


^  XidXi 
i  =  y 


duy  -\-  ^  VidUi 

1  =  2 


(Tanner.) 
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Aufgabe  2.     Bezeiclinet  man  mit  [1,  .  .  .,  n]2r+i  das  System: 

^l  )  ^2  ?    •  •  • ;       ^n 

^1  j  ^2  ?   •  •  • ;      ^» 


in  welchem  2r  +  1  Reihen  vorhanden  sind  und  das  Entwickelmigs- 
gesetz  dasselbe  ist  wie  vorher,  so  soll  man  zeigen,  dass  [1 ,  . . . ,  n\2r+i  =  0 
die  Bedingung  dafür  ist,  dass 


auf  die  Form 


!  =  1 


i  =  l 


reducirbar  ist.  (Tann er.)*) 

*)  Diese  Resultate  finden  sich  in  Prof.  Tanner 's  Abhandlung:  „Ueber  die 
Transformation  einer  linearen  Differentialgleichung",  Quart.  Math.  Jouin.  Bd.  16 
(1879)  S.  45—64.  Wie  man  sieht,  hat  ihre  Form  eine  grosse  Aehnlichkeit  mit 
derjenigen  der  Grassmann'schen  Bedingungen  (§  73),  welches  auch  der  Grund 
ist,  weshalb  wir  Prof.  Tann  er 's  Resultate  hier  hergesetzt  haben. 


6.  Kapitel. 
Nataiii's  Methode. 


§  85. 
Um  den  Differentialausdruck  in  der  Gleichung 
(I)  Xj^dXj^  +  ^2^^2  +  X^dx^  +  •  •  •  +  XndXn  =  0 

auf  einen  andern  zu  transformiren,  welcher  eine  geringere  Anzahl  von 
Differentialelementen  enthält,  führt  Natani*)  ein  System  von  n  Func- 
tionen der  Variablen  t^,  t.2,  . .  . ,  tp,  u^,  u^,  .  . .,  Uq,  wo  p  -\-  q  =  n  ist, 
ein,  welche  an  erster  Stelle  der  einzigen  Bedingung  genügen,  dass 
sie  functional  von  einander  unabhängig  sind.    Dann  ist: 

n  p  q 

^  X^dXm  =  ^  Trdtr  +   ^    UJU,, 
m=i  r^l  s=l 

wo  die  Variationen  der  Variablen  x  irgend  welche  Grössen  sind  und 
die  Coefficienten  T  und   U  gegeben  werden  durch 


Tr  =    / ,  X, 


2«„ 


»»=1  " 

77J=1  * 

Sind  die  Variationen  der  Veränderlichen  x  so  beschaffen,  dass 
durch,  sie  die  Gleichung  (I)  erfüllt  ist,  so  sind  die  zugehörigen  Va- 
riationen von  t  und  u  der  Bedingung  unterworfen: 

p  g 

^  Trdtr  +  2  Usdu,  =  0. 

r=l  .s  =  l 

Diese  Relation  kann  durch  simultane  Gleichungen  von  zweierlei  Art 


*)  Crelle's  J.  Bd.  58  (1861)  S.  301—328  und  Natani,  Die  höhere  Analysis 
(1866)  S.  304—327. 
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befriedigt  werden:  a)  durcli  diejenigen,  welche  man  erhält,  wenn  man 
die  Diiferentialelemente  gleich  Null  setzt,  ß)  durch  diejenigen,  welche 
man  erhält,  wenn  die  Coefficienten  der  Differentialelemente  gleich 
Null  gesetzt  werden. 

Eine  Gleichung  von  der  Art  (o;)  besagt,  dass  die  Variable,  dessen 
Differentialelement  verschwindet,  sich  nicht  ändert;  wir  hätten  daher: 

Function  (x^,  x^^  .  .  . ,  x,^  =  const. , 
als  eine  Relation  zur  Befriedigung  von  (I),  die  somit  ein  Integral  der 
Differentialgleichung  ist. 

Eine  Grleichung  von  der  Art  {ß)  führt  zu  einer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung von  der  Form: 

7«  =  1 

wenn  dz  eins  der  nichtversch windenden  Differentialelemente  ist. 

Jede  homogene  Relation  unter  den  neuen  Differentialelementen, 
welche  zu  einer  Gleichung 

Function  (^^ ,  ^^ ,  .  .  . ,  tp,  u^,  .  .  . ,  u^  =  const. 
führt,   betrachten   wir  als  unter  (a)  enthalten,   weil  die  Substitution 
ihrer  Werthe   für   t^,  .  .  . ,  f^,  «^ ,  .  .  . ,  u^  zu   einem  Integral  von   (I) 
führt,  wie  eben  dargelegt  wurde. 

§  86.  . 

Wir  nehmen  dann  alle  die  neuen  Variablen,  deren  Differential- 
elemente verschwinden,  als  die  Variablen  ti  und  alle  diejenigen,  bei 
denen  die  Coefficienten  der  Differentialelemente  verschwinden,  als  die 
Variablen  t.  ' 

Nach  der  ersten  Voraussetzung  ist  jede  der  Grössen  u  ein  Inte- 
gral der  Gleichung  (I). 

,^  Nach    der    zweiten  Voraussetzung    giebt    es  j)   Gleichungen  von 
der  Form: 

(H)  i'x,^  =  o 

m  =  l  ' 

für  r  =  1,  2 ,  .  .  . ,  p.  In  der  anfänglichen  Substitution  waren  die 
Grössen  ^, ,  .  .  .,  fp  functional  von  einander  unabhängig;  die  Trans- 
formation der  Differentialgleichung  hat  keine  Relation  zwischen  ihren 
Variationen  ergeben;  daher  können  sie  als  p  von  einander  unab- 
hängige Veränderliche   befrachtet   werden.     Da  ferner  die  Gleichung 
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befriedigt  wird,  was  immer  auch  die  Variationen  der  Variablen  t  sein 
mögen,  so  folgt,  dass  die  Variablen  t  als  vollständig  willkür- 
liche Grrössen  angenommen  werden  können,  welche  nur  der 
einzigen  Bedinscunff  unterworfen  sind,  dass  keine  identischen  Func- 
tionalbeziehuugen  zwischen  t^,  .  .  . ,  tp,  v-^,  .  .  .,  Uq  existiren.  Da  wir 
alsdann 

n 

^,   XmdXm  ==  0 

TO=1 

haben  und  t^,  (2,  .  .  . ,  fp  die  einzigen  unabhängigen  Veränderlichen 
sind,  so  ist: 

-^  ^'»  är  =  ^ 
»1=1        ^ 

für  r  ==  1,  '2 ,  .  .  .,  p  und  dies  ist  das  System  (11).  Daher  sind  das 
System  (EL)  und  die  Gleichung  (I)  äquivalent*)  und  somit  sind 
Wj,  ...,  iiq,  welches  Integrale   von  (I)  sind,   auch  Integrale  von  (II). 

§  87. 

Man  hat  daher  schliesslich  ein  System  von  Integralgleichungen 
und  ein  System  von  unabhängigen  Variableu.  Dieses  Aggregat  von 
Gleichungen  und  unabhängigen  Variablen  ist  als  die  allgemeinste 
Combination  zu  betrachten,  welche  die  grösste  Anzahl  von  unab- 
hängigen Variablen  und  daher  die  geringste  Zahl  von  Integralglei- 
chungen enthält;  denn  in  jeuer  Combination  sind  die  Variationen  der 
variabelen  Grössen  die  am  wenigsten  beschränkten.  Daher  wird  die 
allgemeinste  Lösung  der  Gleichung  (I)  erhalten,  wenn  man  q  zu  einem 
Minimum  macht.  / 

Da  nun  nach  den  vorhergehenden  Schlüssen 

n  q 

(ni)  ^  X„,dx,n  =  ^    UsdUs    ■ 

ist,  so  folgt: 

(nia)  ^^n=^^^^^J 

ein  System  von  n  Gleichungen.     Dieses  kann  als  zur  Bestimmung  der 


*)  In  Bezug  auf  ein  analoges  Resultat  in  der  Theorie  der  Systeme  von 
exacten  Gleichungen  vgl,  §  22. 
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(bisher)  unbekannten  Grössen  u  und  TJ,  deren  Anzahl  2q  ist^  dienend 
betrachtet  werden. 

Ist  n'>2q,  so  dass  also  mehr  Gleichungen  als  unbekannte  zu 
bestimmende  Grössen  vorhanden  sind,  so  führt  die  Elimination  von 
ü  und  u  aus  dem  System  (Illa)  zu  Relationen  zwischen  den  Grössen 
X.  Wir  nehmen  gegenwärtig  an,  dass  solche  Relationen  nicht  vor- 
handen sind,  und  daher  ist  2q,  welches  ein  Minimum  werden  soll,  so 
zu  wählen,  dass  es  nicht  kleiner  als  n  ist. 

Ist  n    eine    gerade  Zahl,    so   kann  man   annehmen,    dass  die 

Gleichungen  (Illa)  g  (==  ~  n)  Grössen  u  und  q{=  ^n)  Grössen  C/"  be- 
stimmen, und  daher  haben  wir  für  den  allgemeinsten  Fall,  wo  die 
Ooefficienten  keinen  Bedingungen  unterliegen: 

2n  m 

(1)  ^X^dx,n  =  ^    UsdUs. 

m=l  s  =  l 

Ist  n  eine  ungerade  Zahl,  so  wird  der  kleinste  Werth  von  q 
(da  2g  nicht  kleiner  als  n  sein  kann)  gegeben  durch: 

2g  =  w+  1. 
Es  sind  daher  ^  0*  +  1)   Coefficienten   U  und  —  (m  -}-  1)  Variable  u 
aus  nur  n  Gleichungen  zu  bestimmen  und  es  können  daher  entweder 

{Ä)  Y  (**  -f~  1)  Coefficienten  U  und  -^  (w  —  1)  Variable  u  be- 
stimmt werden,  während  die  übrigbleibende  Variable  unbe- 
stimmt bleibt,  oder 

(B)  —-  (ii  +  1)    Variable   u   und   —  (n  —  1)  Coefficienten  U  be- 
stimmt   werden,  »während    der    übrigbleibende   Coefficient    un- 
bestimmt bleibt.    In  (Ä)  aber  kann  die  unbestimmte  Variable 
nicht  eine   blosse  Constante   sein,    denn  sonst  würde   das  ent- 
sprechende Glied  nicht  vorkommen  und  es  würden  nur  oi  —  1 
Grössen   U  und  u  durch  die  n  Gleichungen  gegeben,   so  dass 
also  eine  Relation  zwischen  den  Grössen  X  bestehen  müsste. 
Und  in  (^B)  kann  der  Coefficient  nicht  gleich  Null  angenommen 
werden,    da  sonst   das   entsprechende   Glied  nicht  vorkommen 
kann,  was  zu  demselben  ungerechtfertigten  Schlüsse  führt  wie 
vorher. 
Da    wir    dasjenige    schliessliche    System    von    Variablen    suchen, 
welches  die  kleinste  Anzahl  von  Integralrelationen  enthält,  so  wählen 
wir  (A)  an  Stelle  von  (-B),   da  jenes  etwas  allgemeiner  ist;  dasselbe 
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enthält  —  (w  —  1)  bestimmte  Integralrelationen  und  eine,  welche  will- 
kürlich ist,  während  (B)  —  (ii  -\-  1)  bestimmte  Integralrelationen 
enthält. 

Ist  (p  die  willkürliche  Variable,  welche  in  (Ä)  unbestimmt  bleibt, 
so  haben  wir: 

2«-{-l  n 

(2)  ^  X„,dx,u  =  Idcp  -{-  ^   Usdus, 

1JI=1  s=l 

wo  /l,  Ui,  .  .  .,  Un,  Uy,  ■  ■  ■,  Un  die  2n  -\-  1  Grössen  sind,  welche 
durch  die  2n  -\-  1  Grleichungen  von  der  Form  (III'')  bestimmt  werden. 


Wir  betrachten  zuerst  den  Fall,  in  welchem  die  Anzahl 
der  Variableu  in  Grleichung  (I)  ursprünglich  gerade  ist.  Es 
ist  dann: 

2n  n 

(1)  ^  =  2  ^"'^'^'"  =  2  ^^"^-' 

1/1=1         « = 1 

wo  die  Coefficienten  U  und  die  n  neuen  Variablen  ?f  Functionen  der 
Variablen  x^,  .  .  .,  x^n  und  von  einander  unabhängig  sind.  Die  In- 
tegrale der  Gleichung  ß  =  0  sind: 

«1  =  const. ,  .  .  . ,  u„  ===  const. , 
d.  h.  n  der  neuen  Variablen  geben  Integrale  der  Gleichungen  und  die 
übrigen  n  der  neuen  Variablen  ^^ ,  .  .  . ,  tn  kommen  nicht  explicit  in 
den  Integralen  vor.  Wir  haben  gesehen,  dass  die  Variablen  t  unbe- 
stimmt und  willkürlich  und  nur  der  einzigen  Bedingung  unterworfen 
smd,  dass  unter  den  Grössen  u  und  t  keine  Functionalbeziehunsren 
existireu. 

Die  Variablen  u  sind  daher  explicit  unabhängig  von  den  Varia- 
blen t  und  zu  gleicher  Zeit  Intesrrale  der  Gleichunsfen: 


X„ 


^     "^  dt 


(r=  1,  2,  ...,  n). 
s 
11,  =  const.  ero'iebt  sich: 


Dieses  Resultat  ergiebt  sich  in  folgender  Weise.    Aus  der  Gleichung 


0  =  dii,=     >  ^—  dx„,, 

rorsyth,  Theorie  der  Differentialgleichungen.  11 
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und  da.  f-j^j  .  .  . j  tn  die  unabhängigen  Veränderlichen  sind,  so  ist: 


ox^. 


dXr.  =  2jf^ir 


r=l 

daher: 

2» 


-^-^1   ^^m   ^     ^K 


oder,  da  alle  Variationen  dtr  von  einander  unabhängig  sind: 

2n 

s      m 


■^-j  du„  dx„ 


^  a.r    dt 


m  =  l 


für  s  ==  1,  2,  .  .  .,  n  und  ?'  =  1,  2,  .  .  .,  m.    Aus  diesem  letzten  System 
von   Gleichungen   findet  man  für  jeden  Werth   von  r  in  eindeutiger 

Weise    Ausdrücke    für    -t^  ,   -^ ,  •  •  • ,  -kt  ,    welche    linear    sind    in 

dt  '    et  '         '    dt  ' 

//IT  /j  "IT 

'*''"  "       Werden  diese  in 


dt     '  • ■ ■'     dt    ■ 

2n 


^  ^™  dt 


substituirt,   so  verschwindet  der  sich   ergebende  Ausdruck  identisch, 

«  -I-  1  *^9  77 

welches  auch  die  Werthe  von  — —^ ,  •  •  • »     o..     sein  mösren. 

ot     '         '     dt  ° 

Somit  sind  «j,  .  .  .,  w„  Lösungen   des  Systems  von  Gleichungen: 

(3)  ^"^»^  =  0 

und    insbesondere    sind,,  da    t2,  f^,  .  .  . ,  t»    von    fj    unabhängig    sind, 
« j ,  .  .  . ,  *f„ ,  ^2 ,  .  .  . ,  4  Lösungen  von 

2n 

§  89. 

Bisher  haben  wir  die  Frage  in  der  Weise  betrachtet,  als  ob  es 
gelte,  ß  auf  eine  Form  zu  transformiren,  welche  die  kleinstmögliche 
Anzahl  von  Differentialelementen  enthält.  Um  das  Integraläquivaleut 
von  ß  =  0  zu  erhalten,  müssen  wir  die  expliciten  Formen  von 
iij^,  .  .  .,  tin  haben.  Diese  (welche  unabhängig  von  t^,  f^,  .  .  .,  tn  sind) 
werden  nicht  geändert,  wenn  man  den  Grössen  f^,  f^,  .  .  .,  tn  passende 
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besondere  Werthe  beilegt,  uud  daher  nehmen  wir  in  Uebereinstim- 
muug  mit  dem  Resultate  von  Pf  äff  (§  60)  an,  dass  /^  in  £1  nur 
durch  einen  Factor  V  vorkommt,  der  allen  Coefficienten  der  Differen- 
tialelemente gemeinsam  ist.  Diese  Annahme,  welche  bei  den  auf- 
einander  folgenden  Reductionen  wiederholt  wird,  lässt  sich  ausdrücken, 
indem  man  (beispielsweise)  setzt: 

f^  =  F«! ,     TL  =  F«2 ,  ■  ■  -,  U,i  =  Vo^n 
nebst: 

1  1  1  1 

V  =  -r    ,       «1=1,        (X9  =  ^,       «s  = 


h  h  '2  ''3  •'2  h  •  •  •  ''n 

welche  Gleichungen  mit  allen  gemachten  Folgerungen  und  allen  gel- 
tenden Bedingungen    verträglich    sind;    indessen    ist    diese    Form    der 
Coefficienten  natürlich  nicht  die  einzig  mögliche. 
Ersetzen  wir  t^  durch  A,  so  haben  wir: 

2 II  n 

(4)  ^  A  X,n  d  X,a   =  ^    «.-  ^  *«s  , 

WO  die  rechte  Seite  unabhängig  von  i^^  ist,  und  die  Gleichung,  welche 
t^,  .  .  . ,  fj,,  v^.  .  .  .  j  Un  ZU  Lösungen  hat,  kann  geschrieben  werden  in 
der  Form: 

(5)  i'^^»l^-o> 

welche  identisch  befriedigt  wird,  wenn  die  passenden  Werthe  von  x 
als  Functionen  von  t  und  andern  Variablen  substituirt  werden. 

Nehmen  wir  nun  irgendwelche   willkürliche  Variationen  der  Va- 
riablen*),  so  haben  wir  infolge  der  Lösungen  von  Gleichung  (5): 


*)  Diesen  Gedanken  der  Einführung  zweier  unabhängiger  Systeme  von 
Variationen  der  Variablen  hatte  vor  Natani  schon  Binet,  welcher  ihn  in  seiner 
Abhandlung  „Sur  la  transformation  de  Pfaff  relative  aus  fonctions  differentielles 
lineaires  contenant  un  nombre  pair  de  variables",  Comptes  Rendus  Bd.  15  (1842) 
S.  74—80  auf  den  Fall  einer  geraden  unbeschränkten  Pfaff 'sehen  Function  an- 
gewendet hatte.  Auch  die  Associirung  der  Anfangswerthe  der  Variablen  zur 
Gleichung  wird  in  dieser  Abhandlung  erörtert  und  die  Transformation  auf  die 
Form  (4*)  (vgl.  §  91)  wird  ebenfalls  angegeben.  Binet  beschränkte  sich  jedoch 
auf  dieses  Resultat;  seine  Absicht  war,  eine  zur  Zeit  der  Veröffentlichung  seiner 
Abhandlung  neue  Transformationsmethode  anzugeben. 

11* 
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oder : 

0X„,    .  __       ^       Sn       .  __      _   0X„,      _      /    'SiTT    __      OX,, 


und  diese  giebt,  da  das  letzte  Glied  versch windet : 

2»     „  2« 

Da  aber  ^.  ccsdu,.  unabhängig  von  t^  ist,  so  haben  wir  nach  (4): 


dt 
oder : 


2n 


^  ^  (ÄXn^dXrr,  +  ^  A  X„,  ^  8 Xr,^  =  0  . 

Nun  ist  dXm  eine  beliebige  Variation  von  Xmj  so  dass 


ist,  und  somit  erhalten  wir  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen: 

2/z  2w 

8X„ 


Ferner : 

2m 


^X«=^-g^dx„ 


wo  die  Variationen  8x  willkürlich  sind,  so  dass  die  Coefficienten  von 
8x  auf  beiden  Seiten  der  resultirenden  Gleichung  einander  gleich 
sein  müssen.  Wir  erhalten  daher  aus  den  Coefficienten  von  dx^  die 
Gleichung : 

dx^  ax,„       a 


=  X,-\-ä2j   Sx^^  dt. 


9  J7 


71t  =  1 

für  Ä  =  t^  und  daher : 

2m  „  2n 

(6)  x,  =  A2a„.,,,-^  =  t,2 


a, 


dt. 


711=1 

und  diese  Gleichung  gilt  für  s  =  1 ,  2,  .  .  .,  2w..     Dies  ist  ein  System 
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von  Grleichungen,  welches  durch,  die  Lösungen  von  (5)  befriedigt  wird. 

dx 
Dasselbe  enthält  die  2n  Grössen  t  ^^  und  daher  wird  ein  vollstän- 

diges  Integral  des  Systems  gebildet  durch  u^,  . . .,  Un,  t^,  . .  .,tn,  (welche 
sämmtlich  explicit  unabhängig  von  ty  sind)  und  durch  die  Gleichung: 


Die  letzte  Gleichung  ist  für  unsern  unmittelbaren  Zweck  —  die 
Herleitung  der  Grössen  u  —  nicht  erforderlich;  daher  betrachten  wir 
nur  die  2n  —  1  andern  Integrale.  Aus  diesen  müssen  die  Grössen 
^2,  .  •  .,  tili  beseitigt  werden  und  dies  kann  durch  andere  Differential- 
gleichungen von  der  Form  (5)  geschehen. 

§  90. 
Die  2n  —  1  beibehaltenen  Integrale  des  Systems  (6)  werden  nicht 
nothwendig  in  den  Formen  u^,  .  .  .,  Un,  ^2?  •  •  •;  ^«  auftreten;  dieselben 
seien  vielmehr  /3j,  ß.^,  .  .  .,  ß>n  —  i,  so  dass  sämmtliche  Grössen  u  und  t 
■ —  und  daher  auch  sämmtliche  Coefficienten  a  in  (4)  —  sich  aus- 
drücken lassen  durch  die  Grössen  ß.  Substituiren  wir  die  Werthe  in 
die  rechte  Seite  von  (4),  so  erhalten  wir: 

2n  2w— 1 

^  ÄXmdXin=^B,dß,, 

?;(=!  s=l 

und  daher  wird  die  Differentialgleichung  (I)  ersetzt  durch: 

2w— -1 

(7)  ^B,dßs  =  0, 

s=l 

wo  sämmtliche  Coefficienten  B  Fimctionen  der  Variablen,  ß  allein  sind. 
Sie  ist  daher  eine  Gleichung  zwischen  einer  ungeraden  Anzahl  von 
Variablen  geworden  und  demnach  ist  (§  69)  eins  ihrer  Integrale 
willkürlich,  etwa 

9^{ßl,    ß2,    •••;    ß2n-l)- 

Dieses  kann  man  oline  jede  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit 
als  ß^^  nehmen,  denn  jedes  Integral  des  einen  Systems  lässt  sich  aus- 
drücken durch  die  Integrale  eines  andern  äquivalenten  Systems.  Daher 
nehmen  wir  ß^  als  Integral;  da  dasselbe  von  der  Form  ist : 

Uy  =  ßi  =  const., 
so  wird  die  Gleichung  (7)  durch  Benutzung  dieses  Integrals  auf  eine 
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Gleicliimg  rediicirt,  welche  nur  2n -^  2  Variablen,  d.  li.  eine  gerade 
(imd  kleinere)  Anzahl  von  Variablen  enthält,  sobald  eines  der  Integrale 
u^  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  gefunden  ist. 

Das  vorhergehende  Verfahren  kann  nun  von  neuem  angewendet 
werden;  jeder  nachfolgende  Schritt  vermindert  die  Anzahl  der  Variablen 
um  zwei  und  verschafft  eines  der  Integrale  u  der  ursprünglichen 
Grleichung.  Daher  werden  wir  schliesslich  nach  n  Wiederholungen  ^les 
Verfahrens  das  System  der  Integrale  it-^,...,Un  der  Gleichung  finden. 


§  91- 

Der  gegenwärtige  Ausdruck  für  den  transformirten  Werth  von  ß 
hängt  von  der  Wahl  der  individuellen  Glieder  des  Integralsystems 
der  Gleichimgen  (6)  ab.  Um  den  Ausdruck  möglichst  einfach  zu 
erhalten,  wählt  Natani  die  Haupt  integrale  (§70)  für  dieses  System. 
Nehmen  wir  irgend  ein  System  von  Integralen,  etwa  das  System  der 
Grössen  ß,  so  sind  dieselben  von  der  Form : 

ßr{Xi,  x^,  .  .  .,  X2n)  ==  const.  =  ßj-, 
wo  die  Functionen  ßr  bekannt  sind.  Die  rechte  Seite  bleibt  unge- 
ändert,  wenn  wir  oc^  einen  speciellen  Werth  imd  den  Variablen 
it'g, .  .  .,  X2n  die  entsprechenden  Werthe  beilegen.  Der  specielle  Werth 
von  Xi  sei  Null  (oder,  wenn  dies  nicht  angeht,  eine  Constante)  und 
die  entsprechenden  Werthe  der  übrigen  Variablen  seien  xj,  ■  .  ■,  xö» 
dann  ist: 

ßr{0,    X.2,    X^,    .  .  .,    X2n)  =  const.   =  ßr. 

Dies  ist  ein  System  von  2n  —  1  Gleichungen  in  2n  —  1  Grössen 
x'  und  die  Gleichungen  sind  unabhängig  von  einander;  sie  geben 
daher  diese  Grössen  x'  als  unabhängige  Functionen  der  ß  und  infolge 
dessen  als  ein  System  von  Integralen  der  Gleichungen  (6). 

Führt  man  diese  Grössen  x'  als  Integrale  in  die  Gleichung  (4) 
ein  und  beachtet  man,  dass  die  u  und  die  a  Functionen  derselben 
sind,  so  erhält  man: 

2»  2n 

/^    -A.  2L^n  0  X)ii  =    ^X  ,    J^m  0  X,n  , 

m^l  nj  =  2 

WO  die  Coefficienten  K  Functionen  der  Variablen  x'  allein  sind.  Die 
eben  erhaltene  Gleichung  gilt  für  alle  Werthe  von  x^,  x^,  .  .  .,  x^n 
und  daher  für 

ajj  =  0  (oder  den  constanten  Werth),  Xg^  =  x^,  ...,X2n  =  x^n ; 
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dalier  erhalten  wir,  wenn  Ä'  und  X'  die  Werthe  von  Ä  und  X  nach. 
Substitution  jener  Werthe  sind: 

2re  2« 

m  =  2  1/1  =  2 

indem  das  Glied  auf  der  linken  Seite,  welches  tn  =  1  entspricht,  nicht 
mehr  vorkommt.  Da  die  Grrössen  x,n  fuuctional  von  einander  unab- 
hängig und  die  Variationen  willkürlich  sind,  so  haben  wir: 

J^m  =  -^    X,n  , 

so  dass,  wenn  x^',  .  .  .,  X2n  bekannt  sind,  die  Coefficienten  in  dem 
transformirten  Werthe  von  Sl  bis  auf  einen  Factor  durch  den  blossen 
Anblick  sich  bestimmen,  und  das  Resultat  ist: 


-An 


m  =1  7n  =  2 

Da  mm  X2,  .  .  . ,  X2n  ein  Integralsystem  von  (6)  ist,  so  ist  das 
erste  der  Integrale  der  Dilferentialgleichung  Sl  =  0  wie  in  §  90  ge- 
geben durch 

X2  =  const.  =  q 

imd  die  zu  integrirende  Gleichung  ist  nunmehr: 

2/8 

(Ix)  ^,=^  x„:dx,„'  =  o, 

m  =  'd 

welche  nur  2n  —  2  Veränderliche  enthält. 

Wir  verfahren  nun  in  derselben  Weise  mit  (I^).  Das  dem 
System  (6)  entsprechende  System  wird  gebildet  und  integrirt,  wodurch 
man  ein  Resultat  erhält  von  der  Form: 

^/.(jg',  x^'  .  .  .,  X2n)  =  const., 
wo  r  ==  1,  2,  .  .  .,  2w  —  3.  Führt  man  dann  die  Hauptintegrale  des 
neuen  Systems  ein,  indem  man  x./=0  (oder,  wenn  dies  nicht  angeht, 
gleich  einer  Constanten)  und  x^'  =  a?/',  .  .  .,  X2n  =  ^2»  setzt,  so  wird 
das  System  der  Hauptintegrale  x^',  ...,  X2n  gegeben  durch  die  2n  —  3 
Gleichungen : 

yr{x.^,    ^/;    •  •  •;    X^n)  =  yr(0,    X^' ,    .  .  .,    X^'n) 

(r=l,  2,  ...,  2m~3), 
wo  die  Function  7,.  bekannt  ist.     Wie  vorher,   führen  diese  zu  einer 
Transformation : 

2ra  2n 

^^    -^m  0  Xjn    =  —^        y^i    -^m    "  Xm  ; 
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wo  Xni'  aus  X„/  dadiircli  hervorgelit,  dass  man 


X 


U,    Xi     Xä    ,    •  •  •  f    X2  n  X2; 


3     ^;    -^d    "^4    J 


substituirt,  aus  A^^  also  dadurch,  dass  man 

X^  =  0,    X2  =  Ci,    ^3  =  0,    X^  =  X^',    a:g  =  Xr^',    .  .  .,    X2n  =  X^n 

setzt.  Man  erhält  die  Grössen  X,„"  also  gewissermassen  durch  den 
blossen  Anblick.  Das  erste  der  Integrale  von  ßi  =  0  (und  daher  das 
zweite  der  Integrale  von  ß  =  0)  wird,  wie  vorher,  gegeben  durch 

xl'  =  const.  =  C2 
und  die  zu  integrirende  Gleichung  ist  nunmehr: 


2?J 


(I2)  '^,^^x,:'dx„:'=o 


in  =  h 


Das  Verfahren  kann  nun  in  analoger  Weise  auf  ß^  angewendet 
werden  und  so  der  Reihe  nach  weiter,  bis  man  schliesslich  das  System 
von  n  Integralen  der  Gleichung  ß  =  0  in  der  Form  erhält : 

/  /r  .  ///  [n)   

X.^    =  Cj ,    X^  C, ,    Xq  C3 ,    .  .  . ,    X^  ^^  Cn- 

Bei  jedem  Schritte  kann  die  Grösse  A  wie  in  §  89  durch  eme 
einzige  Quadratur  erhalten  werden  und  die  resultirende  schliessliche 
Form  der  Transformation  von  ß  ist  offenbar : 

2« 

^x,jx,n=^2-,x.;8x;-^^^x:'8x:'+^l^^xrdx^^^^ 

'  '  A     A     A  A  2n        2  n  • 

Die  Coefficienten  X^',  X^',  .  .  .  sind  aus  X,,  X^,  ...  so  zu  sagen 
durch  den  blossen  Anblick  ableitbar,  wenn  die  Werthe  der  Grössen 
x',  x",  x",  .  .  .  bekannt  sind.  Und  diese  Werthe  werden  gegeben 
durch  die  Integration  der  Hülfssysteme  (6),  deren  Anzahl  n  beträgt, 
indem  für  jede  Reduction  der  Anzahl  der  Variablen  in  den  Grössen 
Si  ein  solches  System  besteht. 

Es  dürfte  kaum  nöthig  sein,  noch  besonders  hervorzuheben,  dass 
das  System  (6)  wesentlich  dasselbe  ist  wie  die  erste  Form  (8)  der 
Hülfsgieichungen  bei  der  Pf  äff 'sehen  Reduction  in  §  55,  und  es  kann 
daher  ersetzt  werden  durch  das  äquivalente  Hülfssystem  (14)  des  §  59, 
welches  sich  aus  der  Auflösimg  der  als  ein  in  den  Ableitungen  von 
x^,  x^,  ...  lineares  System  betrachteten  Gleichungen  ergiebt. 
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§  92. 

Eine  beträchtliche  Vereinfachung  ergiebt  sich  in  jedem 
Falle,  in  welchem  eine  Anzahl  der  ursprünglichen  Coefficienten  X, 
etwa  n  —  p,  verschwinden*).     Dieselben  seien 

und  von  den  übrig  bleibenden  nicht  verschwindenden  Coefficienten 
wird  angenommen,  dass  sie  Functionen  der  Variablen  x^,  x.^,  .  .  .,  x-in 
seien. 

Sind  durch  die  Integration  von  'p  der  Hülfssysteme  j)  Integrale 
gefunden  worden  in  der  Form: 

r  rr  (p) 

'^2         ^17  '^4  ^2j  •  •  •;  '^■ip         '-m 

so  ist  die  zu  integrirende  übrig  bleibende  Gleichmig 

X^Vi  ^4'\,  +  '^f^Ml\.>  +  •  •  •  +  x^l  dx^"\  =  0 . 

Für  die  ursprüngliche  Gleichung  sind  noch  n  —  jj  Integrale  noth- 
wendig;  diese  werden  aber  gegeben  durch: 

{p)      ,(^)      (p)     

^2^9+1  ^i^  +  l?    '^2;j  +  2  ^i^  +  2;    •  •  •?    ^n-\-p  ^«  ' 

SO  dass  nur  p  Integrationen  der  Hülfssysteme  erforderlich  sind. 

Dies  ist  von  besonderer  Wichtigkeit  bei  der  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Denn 
Avenn  die  zu  integrirende  Gleichung  ist:    . 

P„  =  g)  =  ^){Z,  X,,    .  .  .,    Xr,,  p„    .  .  .,  Pn-l), 

so  ist: 

d.Z  p^dX^  •  •  ■  Pn  —  ldXn  —  l  (pdXn 

—  0 .  dp-^  —  0 .  dp2  ■ — ■  ■  •  •  —  0 .  dpn-\  =  0 , 

so  dass  n  —  1  der  Coefficienten  X  verschwinden  und  daher  nur  eine 
einzige  Integration  eines  Hülfssystems  erforderlich  ist**). 

Beispiel,  Als  Beispiel  zu  Natani's  Methode  betrachten  wir  die 
Gleichung : 

Sl  =  x.^dx^  -\-  x^dx.,  +  x^dx..  -\-  x^dx^  -\-  Xgdx-^  -j-  XidXg  =^  0 . 
Die  Gleichungen  (6)  werden  hier: 


*)  Vgl.  auch  Jac.obi,  Ges.  Werke  Bd.  4,  S.  125. 
**)  Vgl.  Kapitel  7. 
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x^  =  -^T-  {clx^       dx^)      ,     x^  =  -^  (ax^       aXe^j 

Xg  ==  -^  [clx^  ■     aXf^)      ,     Xy  =  -^  (     dx^  -f-  dx^ , 

und  aus  diesen  folgt,  dass 

df^  =  0     und     dxi  =  dx.^  =  (^0:3,     dx.,  =  dx^  =  c^^^Jg . 

Aus  der  ersteren  erhalten  wir: 

t^  =  const. 
oder : 

Ä  =  const., 

und  da  Ä  die  Variablen  nicht  enthält,  so  bleibt,  wenn  die  Haupt- 
integrale substituirt  werden,  der  Werth  von  A,  d.  i.  A\  ungeändert, 
daher : 

4^  =  1- 

Die    andern   Gleichungen    sind    indessen  in  ihrer    gegenwärtigen 
Form  nicht  genügend.    Das  vorliegende  Beispiel  ist  eine  Erläuterung 
zu  §  62,  denn  es  ist  leicht  zu  verificiren,  dass 
[1,2,  3,  4,5,  6]  =  0, 
während  die  nicht  verschwindenden  Pf  äff  sehen  Functionen  der  nächst- 
niedrigeren Ordnung  sind: 

[1,  2,  3,  4]  =  1,  [1,  2,  3,  6]  =-  1,  [1,  2,  4,  5]  =  1,  [1,  2,  5,  6]  =  1 
[1,3,4,6J  =  -1,  [1,  4,  5,  6]  =  -  1,  [2,  3,  4,  5]  =  1,  [2,  3,  5,  6]  =  1 
[3,4,5,6]  =  1. 

Daher  findet  der  Satz  des  §  62  Anwendung.     Wir  finden  leicht 
W,  =  W,  =  W,  =  X,  +  x,-j-x,  =  P 
W,  =  W,=  W,  =  x,-\-x,-{-x,=  Q 
und  die  Hülfsgieichungen  sind:  - 

dx^         dxg        dx^  dx.2  dx^  dxg 

T^'Y'^   P    "^         Q^  Q"~  Q' 

Fünf  unabhängige  Integrale  dieser  Gleichungen  sind: 

^3  —  x^  =  const.  ==  x^ 

^5  —  ^1  =  const.  =  x^ 

x^- —  if 2  =  const.  =  x^—  X.2 

x^  —  ^2  =  const.  =  Xq —  x^ 

(^1  +  ^3  +  ^5) (^2  +  ^4  +  ^e)  =  const.  =  «+  x^){x^-\-  <+  x^), 
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wenn  man  die  Na t an i 'sehen  Variablen  einfülirt.  Diese  Gleicliungen 
bestimmen  x^^  x^,  x^,  x-J,  x^  als  Functionen  der  ursprüngliclien 
Variablen. 

A' 
Da  — r  =  1  ist,  so  haben  wir: 

x^8x^  +  x^8x^  +  x^8x^  +  Xrßx^  +  x^8x^  +  x^8xq 
==  x^dx^  +  x^öXq'  +  X'g'dx^'  +  XqÖx^' 

gemäss  der  allgemeinen  Theorie.     Es  kommen  auf  der  rechten  Seite 

nur  vier  Differentialelemente,  aber  fünf  Variablen  vor,  eine  Illustration 

zu  §  92.     Das   erste  Integral  von  Si  =  0  wird  daher  genommen  in 

der  Form: 

X2  =  const.  =  c, 

und  die  nunmehr  zu  integrirende  Gleichung  ist : 

00 1  et  00^   "Y"  Xp.  et  00  A    -^  00^  et  OCp^    — '  yJ  . 

Obwohl  es  auf  den  ersten  Blick  leicht  zu  sehen  ist,  welches  das 
Integralsystem  dieser  Gleichung  ist,  so  ist  die  Anwendung  der  allge- 
meinen Regel  doch  von  Interesse.    Die  Gleichungen  (6)  des  §  89  —  oder 
ihr  Aequivalent,  das  Httlfssystem  des  §  62  —  geben: 
dt^'         dx./  dx^     äx-^  dx^' 

Zunächst  haben  wir : 

.  ,  ,       const. 

^^-^^--^ 

und  daher,  in  Uebereinstimmung  mit  Natani's  Methode: 

-^•i    __  ^  ^ 
A^  ^i 

Drei    unabhängige    i^^'    nicht    enthaltende    Integrale    des    Hülfs- 

systems  sind : 

iCg'  =  const.  =  x^" 

xle^^  =  const.  =  x^' 

x^  e    •■^*'  =  const.  ==  x^'  e    ^'^" , 

wenn  wir  x^  =  0  setzen  und  mit  x^' ,  %",  Xq'   die   dadurch   hervor- 
gehenden Werthe  der  Variablen  bezeichnen.     Hieraus : 

,    „  ,  ^3  ^3      ^  ^1 

A2  ^l' 

Somit : 
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und  daher : 

OCq  0  U/i    ^~Y'  «^Q  0  0C(^  ""T"  00 Ä  O  Xo   ~T"  OOti  O  CCa   "H     OCa  O  Jüpi   "y—  00-t  O  00 a 

=  x.^  dx^  -\-  e    ^5— -j^i  (x^'  8x,l'  -\-  Xq'öx^"), 

welches  offenbar  die   scliliessliche  Reduction  von  Si  ist.     Das  zweite 
Integral  von  ß  =  0  ist  augenscheinlich : 

x^'  =  const.  =  Cg 
und  die  alsdann  zu  integrirende  Gleichung  ist: 

deren  Integral  ist: 

x^"  ==  const.  =  Cg  . 

Die  drei  Integrale  der  ursprüngKchen  Grleichung  sind  daher: 

X2     =   C^j        X^      C2,        Xe,      C3 

oder  wie  man  leicht  durch  Auflösung  der  diese  Variablen  bestimmen- 
den Gleichungen  findet: 


2  Ä-g  -t-  a.-g  —  a  x-i 

1  1  r  ^'        ■^i 

nt     /VI       I        /VI     /y»  I        /VI     /y»  I        /y     /Y» /y      /y»  


•^5  "^5  -^l  "^S 

und  die  Coefficienten,  welche  in  dem  transformirten  Werthe  von  ß 
auftreten,  sind: 

/y>         -~~~    /v*       _^^    /y> 

lA  O         lA/Q  tA/  j 

^6    ^5(^3  ~r  ^5)  ~r  "^i  (^'4  "T  ^2)       »^1  ■•*^6     I    ^3       '■^^i  _ 

Aufgabe.     Man  integrire  die  Gleichung: 
(^2  +  x^dx^  +  (arg  +  x^dx^  +  (a?4  +  ;r5)f/^g  +  {x^  +  are)^^;^ 

+  (^6  +  x^dx^  +  (^i  +  x^dx^  ==  0 . 

§  93. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  Falle  über,  wo  die  Anzahl  der 
Variablen  in  Gleichung  (I)  ursprünglich  ungerade  ist.  Zu- 
folge. (2)  in  §  87  ist: 

2^4-1  w 

(2)  Sl=^Xr,JX,n  =  Ad^)   +   ^    UJils. 
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Eins  der  Integrale  von  ß  =  0  ist  cp  =  a.    Eliminirt  man  mittels 

der  Gleichungen 

2  »4-1 

cp  =  a,     ^fP  =  _^  ^  <^^™ 

7«=1  '    '"■ 

aus  Sl  die  Grössen  3:271+1  und  6x2^-^1,  so  nimmt  £1  die  Form  an 

2m-j-l  2?z 


7)4  =  1  S  =  1 


WO 


X, 


2  71  +  1 


y.  =  X., 


1 

» 

8q) 

dtp 

-^271  +  1 

dtp 

^^2n  +  l 


ist.  Der  Ausdruck  &  enthält  nur  2n  Variable  und  daher  hat  die 
Gleichung  0  =  0  zufolge  der  vorhergehenden  Untersuchung  (§§88  —  92) 
ein  System  von  n  Integralen.  Werden  die  Hauptintegrale  der  Hülfs- 
gleichungen  eingeführt,  so  ist: 

®  =  ^v,' dx,'  +  ^^  r^'dx,"  +  ^'^-^X  vr 8xr  +  ■.., 

wo  X2',  x^",  Xq",  .  .  .  Hauptintegrale  zu  (6)  analoger  Hülfssysteme 
sind.  Das  erste  dieser  Systeme  würde  erhalten  werden,  wenn  man 
X  in  (6)  durch  V  ersetzt  und  x^ri+i  aus  V  mit  Hülfe  von  (p  =^  a 
eliminirt;  nach  der  Integration  würde  für  a  wieder  q)  zu  setzen  sein. 
Wir  können  die  Hülfsgieichungen  aber  auch  direct  in  der  Weise 
wie  in  §  89  herstellen.     Nehmen  wir  an,  dass  in  der  Gleichung 

2  «  +  1  n 

Xi     Xri.ÖX.n  18  (p   =  ^     üsdUs 

die  unabhängige  Variable  nur  als  ein  den  Coefficienten  der  rechten 
Seite  gemeinsamer  Factor  —  (=  -j^j  vorkommt,  und  setzen  wir  ^=^ÄX, 
so  ist  bei  der  früheren  Bezeichnung: 

2?i  +  l  n 

y^,  AX,ndx,n=  [idcp  +  ^  asdus. 

m  =  l  6-^1 

Die  Veränderlichen  in  der  neuen  äquivalenten  Form  sind  (p,  1(■^^,. .,  it^, 
t^,  .  .  .,  tn,  unter  denen  keine  identische  Functionalbeziehung  existirt, 
und  daher  haben  wir 
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(für  r=^l,2,...,n), 

da  die  Variationen  dt  auf  der  rechten  Seite  nicht  vorkommen. 

Die  letzte  Gleichung  ist  eine  Identität,  wenn  die  passenden 
Werthe  für  x  substituirt  werden.  Nehmen  wir  mit  dem  Resultat 
irgend  eine  willkürliche  Variation  vor,  so  haben  wir  für  r  =  1 : 

oder: 

?« =  1  111^1  •  TO  =  1 

SO  dass  wir,  da  in  dem  letzten  Gliede  der  Factor  von  öÄ  verschwindet, 
die  Grleichuns;  erhalten:  ' 


»^  Ä  V        f       A        >      "F    A- - 

dt. 


A 2j'  jt; ^^-  +  ^Z  ^r,.ä^  =  0. 


??(  =  1 

Es  ist  aber: 

2ra-f  1  n 

und  daher  die  linke  Seite  explicit  unabhängig  von  t^  (gerade  wie  unter 
der  Voraussetzung  des  §  89  bei  den  dort  für  die  Coefficienten  a^ 
genommenen  Werthen),  wenn  die  passenden  Substitutionen  für  x 
gemacht  werden.     Daher: 


2  AX,ndx„,  —  iidtp    =  0 


■m=l 

oder,  da  (p  explicit  unabhängig  von  t^  ist : 

2,1+1  2w  +  l  2m  +  1 

=  -^  ^  -X„,^ä;,„  +  A  ^  -jj^  dx,n  +  A^    ^^Ji  (^^'"■) 

m  =  1  m  =  1  TO  =  1 

Nun  ist  (5.r,„  eine  beliebige  Variation,  daher 
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und  dermiacli  erhalten  wir  aus  den  beiden  Gleicliungen,  welche  diese 
beiden  gleichen  Grössen  enthalten : 


?it  =  1  m^l 


dA 
Es  ist :    -K:r  =  1 »    weil  A  =  t   und 
c\  ^  . 

s  =  l  * 

Substituiren  wir  diese  Werthe  und  beachten  wir^  dass  die  Varia- 
tionen der  Variablen  willkürlich  sind,  so  dass  die  Coefficienten  einer 
und  derselben  Variation  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  gleich  sind^ 
so   erhalten  wir  die  2n -\-  1  Gleichungen: 

2n-fl 

dt.dx^      ^'^  ^jLj  ^^'^«  dt, 
und  daher: 

2«-fl  ^ 

^^)  ^^  =äl;  ä?  +  ^1  ^  ''-••'  äif 

eine  Gleichung,  welche  gilt  für  s=l,  2,  ...,  2n  -\-  1,  und  da  g) 
unabhängig  ist  von  t^,  wenn  die  Substitutionen  für  x  gemacht  werden, 
so  haben  wir 

Diese  2n  -{-  2  Gleichungen  werden,  wie  in  dem  früheren  Falle, 
zunächst  befriedigt  durch 

(p  =  ttj    U^y    •  •  •■)    ^w j    '27    ^3 7    •  •  •  J    *n  i 

(welches  2n  Integrale  sind)  und  durch  die  sodann  abgeleiteten  Werthe 
von  t^  und  ^.  Wenn  wir  aus  den  2n  -\-  2  Gleichungen  f^  und  ^ 
eliminiren,  so  erhalten  wir  2n  übrigbleibende  Gleichungen  mit  2n-\-l 
Variablen  x^,  x.>,  .  .  .,  X2„-fi  und  diese  haben  das  System  von  2n 
Integralen  tp,  u^,  .  .  .,  m„,  t^,  .  .  .,  t„. 
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§  94. 

Wir  ftihreu  nun  wie  in  §  91  die  Hauptintegrale  des  Hülfssystems 
(8)  ein.  Das  Integral  q)  =  a  wird  beibehalten.  Wir  nebmen  rr^  =  0 
und  bezeicliuen  die  übrigen  Hauptintegrale  mit  x./,  cr.J,  •  ■  ■ ,  0C2n , 
während  der  (übrigens  nicht  erforderliche)  Werth  von  xin^\  dann 
durch  die  Gleichung  gegeben  wird: 

g)(r»j,    X,,    .  .  .,    X2n+i)  =  Cp{0,    X^^    .  .  .,    X2n+l)  • 

Werden  diese  AYerthe  substituirt,  so  ergiebt  sich : 

Sra-f-l  2)1 

^  AX,,,dx,n  =  Ä(XÖ(p  +  y^  V,dx,) 

2n 

=  ii8cp-\-Ä'  ^Vs'dx.:. 

s  =  2 

Nehmen  wir  cp  =  o,  rr^'  =  Cy  (so  dass  wir  ausser  einem  willkür- 
lichen Integral  ein  bestimmtes  Integral  haben),  so  ist  die  zu  integri- 
rende  Grleichung 

2n 

y',  VsclxJ=  0, 

s  =  3 

welche  2n  —  2  Variable  enthält,  oder  wenn  wir  nur  x^  =  c^  als  das 
einzige  Integral  nehmen,  so  entsteht  die  zu  integrirende  Gleichung 
aus  dem  Differentialausdi'uck 

^8cp  -\-  A'  ^  Vs  8xs, 

welcher  ^n  —  1  Veränderliche  'enthält.  In  jedem  Falle  kann  die  eine 
oder  andere  gerade  passende  Methode  für  respective  eine  gerade  oder 
ungerade  Anzahl  von  Variablen  angewendet  und  so  die  Lösung 
schrittweise  erhalten  werden;  die  erstere  der  beiden  Methoden  wird 
jedoch  im  Allgemeinen  die  leichtere  sein. 

§  95. 

Die  Hülfsgieichungen  (8)  treten  offenbar  in  einer  Form  auf!,  die 
verschieden  ist  von  derjenigen,  welche  die  Hülfsgleichuugeu  in  dem 
entsj3  rech  enden  Falle  der  Pf  äff 'sehen  Reduction  charakterisirte,  aber 

die  Coefficienten  der  Grössen  -^  auf  der  rechten  Seite  von  (8)   sind 

dieselben    wie    in    den    erwähnten   Gleichungen    bei  jener  Reduction. 
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Die  Determinante  dieser  Coefficienten  in  den  2n  -f-  1  Gleichungen  (8) 
verschwindet,  da  sie  eine  schiefe  Determinante  ungerader  Ordnung 
ist;  die  frühere  Untersuchung  (§  65)  zeigt  indessen,  dass,  wenn  die 
Gleichungen  mit  den  Pf  äff 'sehen  Functionen 

[2,  3,  . .  .,  2n  +  1],  [3,  4, . . .,  2n  +  l,  l],  [4,  5,  . . .,  2n  +  1,  1,  2],... 

der  Reihe  nach  multiplicirt  und  dann  addirt  werden,  die  die  Grössen 

-7^    enthaltenden    Glieder    sämmtlich    verschwinden.      Hiernach   erhal- 

ct 

ten  wir: 

^X,[s  +  l,s  +  2,...,s-2,s-l] 

so  dass,  wenn  f^  bekannt  ist,  die  Integration  dieser  Gleichung  sogleich 
den  Werth  von  ft  giebt. 

Wir  können  nun  irgend  2  m   der  Gleichungen  (8)   zusammen  mit 

(8'')   zur   Bestimmung  der  Grössen  ^j  -^  benutzen.    Behalten  wir  die 

2n  ersten  derselben  bei  und  setzen  wir 

(10)  e.^x.-^^li, 

wo  -TT-  den  in  (9)  gegebenen  Werth  besitzt,  so  werden  die  Gleichungen: 

difg  -f-  t^as,2n+i  — g^ —  —  h  X  ;  ^m,s  "^y~ 

{s=l,  2,  ...,  2n). 

Wenden  wir  nun  die  Lösung  an,   wie   sie  in  §  59   gegeben  ist, 
so  wird: 

wo 

Wm-=^®s[S-\-l,    S  +  2,...,    .S~l] 
s  =  l 

ist.  Hierbei  sind  in  jedem  Gliede  unter  dem  Summationszeichen  auf 
der  rechten  Seite  die  ganzen  Zahlen  s,  s-f-1,  ...,  s  —  1  die  Zahlen 
\ ,  2 ,  .  .  . ,  m  —  \ ,  m  -\-  1 ,  .  .  . ,  2n  in  ihrer  cyklischen  Reihenfolge 
genommen  und 

Forsyth,  Theorie  der  Differentialgleichungen.  12 


(-  1)— 1  [1,  2,3,..  .,  2n-\  hi^^  W^n  +  h  —^-  A«, 
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2re 
A«  =^     «.,2«  +  l  [S  +   1,    S  +  2,    .  .  .,    S  —   1] 

=  [1,  2,  d,  ...,  2n  +  l], 

wo  m  in  der  Reilie  1,  2,  .  .  .,  2n  -\-  1  uiclit  vorkommt.  Wir  haben 
aber  aucb  nach  (8^^): 

dcp    dXi   j^    dtp    dx.^  _,  _\  ^^         '^^2n  +  l  ^ 

woraus,  wenn  man  mit  [1,  2,  o,  .  .  . ,  2n]f,i  multiplicirt,  sich  ergiebt: 

Nehmen  wir  zunächst   den  Theil  auf  der   rechten  Seite,   so   be- 
sitzen   die  -J^^  enthaltenden  Glieder,  welche  in  0,.  vorkommen,  wenn 

wir  für  W^  seinen  Werth  substituiren,  zum  Coefficienten  von  ~ 
die  Grösse: 

wo  die  Zahlen  s  -{-  1,  s  -\-  2,  .  .  .,  s  —  1  die  Zahlen  1,  2,  .  .  .,  2n 
mit  Weglassung  von  s  und  m  sind,  welche  Zahlen  s  und  m  noth- 
wendig  verschieden  sind.    In  dieser  Doppelsumme  ist  der  Coefficient 

dx   dcp 

=  {(-  1)'-^  +  (-  iy-/+^--'-M  [j  +  ij  +  2, . . .,  i  -  1] 

=  0. 

Daher  ist  die  rechte  Seite  der  Gleichung,  welche  — o?        giebt: 

2«  2» 

^  (- 1)™  ^  2  ^^^  t^  +  1  ^  ^  +  2,  .  .  . ,  s  -  1] 

■m=l  »»  s  =  l 

2re  2n 

= 2"  2;  (- 1)'"  ^  X  [s + 1 , 5 + 2, . . . ,  s  - 1] , 

WO  in  dem  Symbol  der  Pf  äff 'sehen  Function  s+l,s  +  2,...,5  —  1 
die  ganzen  Zahlen  1,  2,  .  .  .,  2w  mit  Weglassung  von  7n  in  cyklischer 

Reihenfolge  genommen   sind.     Und  der  Coefficient  von  fj  — ^ —  ist: 
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Arr, 


2n  +  l 


2/(-i)"    ä^ 


m  =  l 
2w  +  l 

^9 


=  2 


,^    [m+  1,  m  +  2,  ...,  »w  —  1] 


wo  die  ZaHen  wz,  wi  +  1,  w  +  2,  .  .  .  die  in  cyklischer  Reihenfolge 
genommenen  Zahlen  1,  2,  .  .  .,  2w  +  1  sind.  Da  dieser  Coefficient 
in  Bezug  auf  sämmtliche  Variablen  symmetrisch  ist,  so  können  wir 
zweckmässig  für  denselben  ein  Symbol  einführen.     Wir  setzen: 

2«-f-l 

(11)  V  =  ^  ^  [m  +  1,  m  +  2,  .  .  .,  m  -  1], 

wobei  bemerkt  werden  möge,  dass  V  der  Nenner  von  ^  in  (9)  ist. 
Alsdann  ist: 

(12')  v<,%±i  =  2'2'(-i)"'a^^'-[»-+i'^+2>-.«-i]- 


§  96. 
Dieser  Werth  kann  in  die  Gleichungen,  welche  -^  durch  — ^ 


(^^,y,        ,  .         ^^2W+1 


0  cc 
ausdrücken,  substituirt  werden,  um  die  Grössen  -^  zu  erhalten;  oder 

8  x^^ 
die  Gleichungen  können  gelöst  werden,  indem  man  ^— -  an  Stelle  von 

— ^""'"^   als    die    anfänglich    unbestimmte   Grösse    nimmt.    In  jedem 

Falle  kann  das  Resultat,  welches  die  Werthe  aller  dieser 
Coefficienten  in  sich  enthält,  dargestellt  werden  in  der,Form 

2«4-l  2^  +  1 

(12)  {-^y-''^k^  =  ^  ^  (-  l)'"'^X.[s+l,s+2,...,s-l], 

wo  s  +  1,  s  -{-  2,  .  .  .,  s  —  1  die  Zahlen  1,  2,  . .  .,  2w  -f-  1  in 
cyklischer  Ordnung  genommen  mit  Weglassung  von  s,  m,  p 
und  mit  s -f-  1  beginnend  sind;  die  Zahlen  s,  m,  p  müssen 
verschieden  von  einander  sein,  so  dass  die  Werthe  m  =p,  s  =  p 
auf  der  rechten  Seite  nicht  vorkommen  und  das  s  =  m  ent- 
sprechende Glied  nicht  auftritt,  und  der  Wert  von  m'  ist  m, 
wenn  m<Cp,  dagegen  m —  1,  wenn  my-p  ist. 

Lisbesoudere    haben    wir,    wenn    drei    Variable    vorhanden    (also 
Ol  =  1)  sind: 

12* 
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V  =  [2,3]|^  +  [3,l]||^  +  [l,2]g 
"^ll^^l^,  3]  X,  +  [3,  1]  X,  +  [1,  2]  X, 

und  für  fünf  Variable  (also  n  =  2)  haben  wir: 
V=  [2,3,4,5]  ||;+[3,4,5,l]g+[4,5,l,2]|^+[5,l,2,3]|^+[l,2,3,4]|^ 
v|f  =  [2,3,4,5]  X,  +[3,4,5,1]X,+[4,5,1,2]X3  +  [5,1,2,3]Z,+[1,2,3,4]X5 
^'.|f=  -|3. 4,5)1^+12, 4,5)|^-{2,3,5i|f+{2,3,4|g 

-V'.|?=-f3,4,5),^  +,l,4,5l|^-(l,3,5)|^+|l,3,4)|^ 

V*,|f=-(2,4,5)|^+(1,4,51^^  _(1,2,5)||;  +  !1,2,4)|^ 

-V*.t— (2,3,5)|^+(1,3,5)|^-(1,2,5)|^  +(1,2,3)|-^ 

V^.|f=-(2,3,4)||;+(l,3,4)g-(l,2,4)|^  +  |l,2,3)|f^, 
worin  das  Symbol    [X,  ^,  v}    definirt  ist  durcb: 


§  97. 
Aus   dem  in  Gleichung  (9)  gegebenen  Werthe  von  7^  erhalten 

wir  eine   unmittelbare  Bestätigung  des   in  §  65  gegebenen  Jacob i- 
schen  Resultats.     Ist 

^X,[.s+l,s  +  2,  ...,s-l]  =  0, 

SO  verschwindet  ^,^  und  daher  ist  a,  dargestellt  durch  die  neuen  Va- 

riablen^  explicit  unabhängig  von  t^ ,   und   in   diesem  Falle   ist  die  zu 
inteö-rireude  DüFerentialoieichuus'  nach  der  Transformation: 
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n 

fid(p  +  ^  Ksdus  =  0, 

A-=l 

worin  die  Variablen  gp,  w^,  .  .  . ,  w„,  ifg?  •  •  •  ?  ^«  sind,  deren  Anzahl  2u 
beträgt.  Eine  solche  Gleichung  aber  mit  nur  2n  Veränderlichen  be- 
sitzt ein  Integraläquivalent,  welches  aus  n  Grleichungen  besteht  —  und 
im  vorliegenden  Falle  nach  nur  einer  einzigen  (§  92)  Integration  der 
Hülfsgleichungen  erhalten  wird,  imd  hieraus  folgern  wir  das  bereits 
in  §  66  erhaltene  Resultat,  dass  nämlich  die  Grleichung 

2«-j-l 
X,    Xmdx,n  =  0 

durch  n  Integralgleichungen  dargestellt  werden  kann,  wenn  die  Be- 
dingung 

2«  +1 
s  =  l 

identisch  erfüllt  ist. 

§  98. 

Natani  giebt  die  Lösungen  der  Gleichungen  (12),  welche  eben 
abgeleitet  wurden,  nicht;  aus  ihrer  gerade  nicht  einfachen  Form  geht 
augenscheinlich  hervor,  dass  die  Ableitung -der  Integrale  und  daraus 
der  Hauptintegrale,  auch  für  eine  besondere  bestimmte  Function  gi, 
ziemlich  schwierig  sein  würde.  In  der  Praxis  würde  die  einfachste 
Methode  wahrscheinlich  die  sein,  dass  mau  die  Gleichung 

2>i+l 

Sl  =  ^  X„idx,n  =  0 

m=  i 

mittels  des  willkürlich  angenommenen  Integrals  (p  =  a  auf  eine  Glei- 
chung ü'  =  0  reducirt,  die  frei  ist  von  a:2n  +  i  und  dx2n.+i,  d.  h.  auf 
eine  Gleichung,  welche  eine  gerade  Anzahl  von  Veränderlichen  ent- 
hält, uud  auf  diese  reducirte  Gleichung  die  zweckentsprechende  frühere 
Methode,  wie  sie  in  §  59,  60  gegeben  wurde,  anwendet. 
Nimmt  man  z.  B.  die  sehr  specielle  Form: 

(p=X2a  +  l, 

SO  kann  man  das  erste  System  (§  59)  der  Hülfsgleichungen  erhalten, 
denn  ^~-  verschwindet  für  m  =  1,  2,  .  .  .,  2m  und  man  erhält  daher: 

V  =  [l,  2,  ...,  2m], 
welches  die  transformirte  Function  von  (11)  ist,  und 
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(- ly-^v t,^  =  ^ X,[s  +  1,  s -{- 2,  . . . ,  s -  1], 

^  s  =  l 

wo  s-\-l,s-\-2,...,s  —  1  die  in  cyklisclier  Reihenfolge  mit  Aus- 
lassung von  s  und  p  genommenen  Zahlen  1,  2,  .  .  .,  2n  sind. 


§  99. 

Bisher  wurde  angenommen  (§  89),  dass  unter  den  Coefficienten 
X  in  der  Differentialgleichung  keine  Relationen  bestehen,  und  es 
wurde  die  daraus  sich  ergebende  kleinste  Anzahl  von  Grleichungen  in 
dem  Integralsystem  angegeben.  Es  kann  indessen  vorkommen, 
dass  gewisse  Relationen  erfüllt  sind,  durch  welche  diese  Anzahl 
auf  eine  geringere  Zahl,  als  im  Allgemeinen  das  Minimum  ist,  reducirt 
wird.  Wir  wollen  nunmehr  zur  Betrachtung  dieser  Relationen  über- 
gehen. 

§  100. 

Wir  nehmen  zuerst  den  Fall,  wo  die  ursprüngliche  Dif- 
ferentialgleichung eine  gerade  Anzahl  von  Veränderlichen 
enthält. 

Die  Anzahl  der  Hülfsgieichungen  (6)  beträgt,  wenn  die  Variable 
t^  eliminirt  wird,  2n —  1;  und  im  allgemeinen  Falle  sind  ihre  Inte- 
grale die  Grössen  u^ ,  v^,  .  .  . ,  Un  und   die  Grössen  ^2  ?  ^^  ?  •  •  •  ?  ^n  oder 

(welche  Reihe  mit  dieser  äquivalent  ist)  y^ ,  yr  >   •  •  •  7  ttj  ™  ganzen 

2n  —  1  Integrale  d.  i.   gerade   die   erforderliche  Anzahl.     Wenn  aber 
die  ursprüngliche  Differentialgleichung  auf  die  Form 

U^du^  -\-  U^du^  -{-■•'  -\-  Uqditq  =  0 

reducirt  werden   kann,    so   giebt   es  nur  2q — 1   Integrale,    nämlich 

U,  U 

u^^j  .  .  .,  Uq,  jj- ,  .  .  .,  Yf.     Da  die   2n  —  1   Gleichungen  nur  2(j[—  1 

von  einander  unabhängige  Integrale  haben,  so  folgt,  dass  2n  —  2q 
Gleichungen  aus  den  übrigen  2  g  —  1  Gleichungen  ableitbar  sein 
müssen.  Die  Bedingungen  für  diese  Ableitbarkeit,  welches  die  Be- 
dingungen dafür  sind,  dass  in  dem  transformirten  Ausdruck  für  Sl 
nur  q  Diflferentialelemente  vorkommen,  sind  zugleich  die  Bedingungen 
dafür,  dass  ü  =  0  durch  9(<w)  Integrale  befriedigt  werden  kann. 
Da  2n  —  2q  der  2n  Gleichungen  (§  89) 
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2re 
w  =  l 


dt. 


linear  aus  den  übrigen  ableitbar  sind,  so  müssen,  vorausgesetzt  dass 
die  ersten  2^  der  Gleichungen  von  einander  unabhängig  sind,  Rela- 
tionen bestehen  von  der  Form: 


2? 

Xr  =     X;  ^r,  t  ^t 

1=1 

CI/p,  r  X  ,  Cr^  t  %),  i ; 

i  =  l 

WO  r  die  Werthe  2g  +  1;  2g  +  2,  .  .  .,  2w  und  j>  die  Werthe 
1,  2,  ...,  2w  hat,  und  die  Grrössen  Crj,  welche  die  Natur  imbe- 
stimmter Multiplicatoren  haben,  müssen  eliminirt  werden,  ehe  man 
die  Bedingungen  erhält. 

Werden  diese  Grössen  c  eliminirt,  so  sind  die  entstehenden  Glei- 
chungen von  zweierlei  Art.    Es  giebt  Gleichungen  von  der  Form: 

0      ,       <^l,  2    j       öti,3    ,    .  .  .,       «1,22;       ^hr 
0^2, 1    j  0     j       Cl2,Z   j    •  '  •}       ^2, 2  5 ,       Cl,2,T 

<^3, 1    7       «3, 2    ;  0     ,    .  .  .,       «3,22;       ^3,r 


(13) 

«22,1;       ^22,2;  «2?,3j 

^17         -^2    7  ^3    ; 

wo  r  die  Werthe  2g  +  1,  2g  -f  2, 
chungen  von  der  Form: 

0      ,        «1,2    ;  «1,3    ; 

«2,1    ;            0      ,  «2,8    ; 

(14)                         ^3,1    ,       «3,2    ;  0 


0 


X 


22  7 


Xr 


0, 


,  2m  hat,  und  es  giebt  Glei- 


«1,22  7 

«1, 

«2,22; 

«2, 

«3,22  7 

«3, 

0 


(^2q,l,       «22,2  >        «2g,3,    •  •  •; 

«s,  1    ;       «Ä,  2    ;       «Ä,  3    ;    •  •  •  ;       «s,  2  2  7       "'s,  »• 

WO  die  möglichen  Werthe  von  r:2g-{-l,  2g-{-2, 


«2  2,'" 
«. 


O7 


2w  und  die 


von  s:  2g  +  1,  2q  -{-  2,,  .  .  .,  2n  sind. 

Die  Gleichungen  der  ersten  Reihe  (13)  sind  unabhängig  von 
einander,  sie  liefern  also  2n  —  2  g  Bedingungen. 

Die  Gleichungen  der  zweiten  Reihe  (14)  liefern  Bedingungen, 
nur  wenn  r  und  s  verschiedene  ganze  Zahlen  sind,  denn  wenn  r  ==  s, 
so  würde  die  resultirende  Gleichung  (da  sie  aus  einer  schiefen  Deter- 
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minante  ungerader  Ordnung  entstellt)  verscliwinden.  Ferner  wird  durch 
r  =  ij  s=j  und  durch  r=j,  s  =  i  dieselbe  Bedingung  geliefert 
wegen  der  Relation: 

(lk,l  =  eil,  l  ; 

somit  ist  die  Anzahl  von  Bedingungen  gleich  der  Anzahl  der  Combi- 
nationen  ohne  Wiederholung  zu  je  zweien  der  2u  —  2  g  Elemente 
2g  +  1,  2g  +  2,  .  .  .,  2i2,  d.  h.  gleich 

y  (2w  —  2g)  (2n  —  2g  —  1) . 

Daher  ist  die  Gesammtzahl  der  von  einander  unabhängi- 
gen Bedingungen,  welche  nothwendig  sind  dafür,  dass  die 
Gleichung 

7)1  =  1 

durch  g  (<  w)  Integralgleichungen  befriedigt  werden  kann, 
gleich 

2n  —  2q-i-Y  (^^^  —  ^^)  (^'^  —  2g  —  1)  =  (w  —  g)  {2n  —  2q-{-  1), 

und  die  Bedingungen  selbst  werden  dargestellt  durch  die 
Gleichungen  (13)  für  die  Werthe  r  =  2g  -j-  1,  2g  -|-  2,  .  .  .,  2w 
sowie  durch  die  Gleichungen  (14)  für  alle  möglichen  Paare 
verschiedener  ganzerZahlen  aus  derReihe  2q-{-l,2q-\-2,  ...,2n 
für  r  und  s. 

Insbesondere  ist,  wenn  g  =  1 ,  die  Gleichung  also  exact  ist, 
die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Bedingungen  gleich 
{]%  —  1)  (2}^  —  1),  was  mit  der  früher  (§  6)  erhaltenen  Zahl  über- 
einstimmt. 

§  101. 

Wir  nehmen  nunmehr  den  Fall,  dass  die  ursprüngliche 
Differentialgleichung  eine  ungerade  Anzahl  von  Veränder- 
lichen enthält. 

Existirt  das  willkürliche  Integral,  so  geht  es  offenbar  vermöge 
(12)  in  die  Hülfsgieichungen  ein,  und  alsdann  würde  die  einfachere 
Methode  die  sein,  das  willkürliche  Integral  zu  benutzen,  um  irgend 
eine  der  Variablen  und  das  Differentialelement  dieser  Variablen  zu 
eliminiren  und  so  die  Gleichung  auf  eine  andere  zu  reduciren,  welche 
die  nächstniedrigere  gerade  Anzahl  von  Veränderlichen  enthält.  Die 
Bedingungen  dafür,   dass   die  neue  Gleichung  durch  eine  Anzahl  von 
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Integralgleichungen  befriedigt  werden  kann,  welche  kleiner  ist  als 
die  allgemeine  Minimalzahl  (was  eintritt,  wenn  die  alte  Gleichung 
in  dieser  Weise  befriedigt  wird),  können  dann  aus  der  vorhergehenden 
Untersuchung  abgeleitet  werden. 

Wenn  das  willkürliche  Integral  nicht  existirt*),  dann  nehmen  die 
Hülfsgieichungen  (8)  die  Form  an: 

(8    )  -^s  =    ^1     X  ,    (Im^s  "g^ 

III  =  \ 

und  ihre  Anzahl  ist  gleich  2n -\-  1.  Wird  ^j  eliminirt,  so  sind  es 
2  n  Gleichungen.  Diese  Zahl  muss  indessen  um  Eins  erniedrigt  werden 
wegen  der  Relation 

2^+1 

(15)  ^  X,[s  +  1,  s  +  2,  .  .  .,  s  -  1]  =  0, 

s  =  l 

welches  die  nothwendige  Bedingung  dafür  ist,  dass  die  modificirten 
Gleichungen  (8')  zusammen  bestehen  können. 

Nehmen  wir  dann  an,  dass  die  gegebene  Differentialgleichung 
durch  q  Integralgleichungen  befriedigt  werden  kann,  so  erhalten  wir 
2q  —  1   Integrale    der   vorstehenden  Hülfsgieichungen    in    der   Form 

««1 ,  ^<2 ,  .  .  . ,  Uq,  -ff ,  .  .  .,  -fr  •    Infolge  des  Erfülltseins  der  vorstehen- 

den  einzigen  Bedingung  kann  nun  die  letzte  der  Gleichungen  (8')  aus 
den  2n  ersten  von  ilinen  abgeleitet  werden  und  kann  dieselbe  daher 
vorläufig  aus  der  Betrachtung  weggelassen  werden.  Die  2  g  ersten  der 
Gleichungen  (8')  genügen  zur  Bestimmung  von  t^  und  der  verlangten 
2g — 1  Integrale,  und  daher  müssen  die  übrigen  2n  —  2g  Glei- 
chungen in  (8')  aus  den  2g  ersten  derselben  ableitbar  sein.  Die  Be- 
dingungen dieser  Ableitbarkeit  sind  die  Bedingungen,  dass  die  Dif- 
ferentialgleichung durch  g  Integrale  befriedigt  werden  kann. 

Die  Schlussreihe  ist  derjenigen  im  vorigen  Falle  analog  und  das 
Resultat  ist,  dass  es  2n — 2g  Gleichungen  giebt  von  der  Form: 


*)  Natani  giebt  kein  Mittel  an  zu  bestimmen,  ob  ein  willkürliches  Inte- 
gral existirt  oder  nicht.  Spätere  Untersuchungen  (von  Clebsch  und  besonders 
von  Lie)  machen  diese  Bestimmung  unnöthig,  was  seinen  Grund  hat  in  den  an 
der  reducirten  Form  vorgenommenen  Modificationen,  durch  welche  sie  die  Nor- 
malform annimmt. 
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0    , 

«1,2    j 

«1,3    ,     •  • 

•;      «1,2  2  7 

ai,r 

«2,1    , 

0    , 

«2,3    j    •  • 

•7       «2,2  2  7 

a2,r 

«3,1    , 

«3,2    ; 

0    ,  .. 

•7       «3,227 

«3,r 

«23,1; 

«2^,2; 

0^25,3  J  •  • 

.7         0     , 

«2  2, 

^1, 

•^2    7 

Xg      j      .    . 

.  ,         X22, 

Xr 

(16) 


für  r  =  2g  -[~  I7  2g  +  2;  .  .  .,  2n,  und  ferner  Grleicliuügen  von  der 
Form: 


(17) 


0      ,         «1,2    7        «1,3    7 
«2, 1    >  0     7       «2, 3    7 

«3,1    7       «3, 2    7  0     , 


«1,22;  «l,r 
«2, 2  2  7  «2,  r 
«3, 2  2  7       «3,  r 


«22,17       «22,27       «2  2,3  7 
«s,  1     7       «s,2    7       «s,3     7 


0      ,       «29,» 
«s,  2  27        «Ä,  '■ 


=  0 


für  die  Werthe  2q  -\-  1,  2q  -\-  2,  .  ..,  2n  von  r  und  die  Wertlie 
2^-1-17  2g  +  2,  .  .  .,  2n  -\-  1  von  s.  Die  Zahl  der  Gleichungen  in 
(17)  ist: 

2n—2q     filr     s  =  2n  +  1      und     r  =  2g  +  1,  2g  +  2,  .  .  .,  2j* 

vermehrt  um 

y  (2n  —  2g)(2w  — 2g— 1) 

für  die  verschiedenen  Comhinationen  zu  je  zweien  aus  der  Reihe 
2g-)-l;2g-f2,...,2«.  Demnach  ist  also  die  Gresammtzahl  dieser 
Grleichungen  (17)  gleich 

|(2»'.-2g)(2n-2g  +  l).- 

Hierzu  tritt  schliesslich  noch  die  Bedingung  (15). 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  die  einzige  Bedingung  (15), 
die  2n  ■ —  2g  Bedingungen  (16)  und  die  (n  —  g)  i2n  —  2g  -j-  1) 
Bedingungen  (17)  d.  i.  insgesammt  (2n  —  2g  -f-  1)  0^  —  ^  +  1) 
Bedingungen  erfüllt  sind,  alsdann  die  Gleichung 


2ra+l 


0 


durch  g   bestimmte  Integralgleichungen    befriedigt  werden 
kann. 

Insbesondere  ist,  wenn  g  =  1 ;  die  Gleichung  also  exact  ist,  die 
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Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Bedingungen  gleich  n(2n  —  1), 
was  mit  der  früher  (§  6)  erhaltenen  Zahl  übereinstimmt. 


§  102. 

Es  ist  nunmehr  die  Integration  der  Hülfsgieichungen  in 
Betracht  zu  ziehen.  Nehmen  wir  an,  dass  die  ursprüngliche  Differen- 
tialgleichung infolge  des  Erfülltseins  der  nothwendigen  Bedingungen 
durch  ein  System  von  q  Integralgleichungen  befriedigt  wird,  so  zeigen 
die  vorhergehenden  Untersuchimgen,  dass  2q  —  1  (von  t^  unabhängige) 
Grössen  bestimmt  werden  müssen  und  dass  daher  die  Anzahl  der  von 
einander  unabhängigen  und  von  t^  freien  Hülfsgieichungen  2q  —  1 
ist.  Diese  Grössen  enthalten  sämmtliche  Variablen  der  ursprünglichen 
Differentialgleichung;  daher  betrachten  wir  in  den  Hülfsgieichungen 
2q  —  1  der  Variablen  als  abhängig  und  die  übrigen  —  nämlich 
2n  —  2q  -{-  1  oder  2n  —  2q  -\-  2,  je  nachdem  die  ursprüngliche  An- 
zahl gerade  oder  imgerade  ist  —  als  imabhängig.  Bezeiclmet  s  diese 
letztere  Zahl  —  also  2n  —  2q  -\-  1  oder  2n  —  2q  -\-  2  in  den  beiden 
Fällen  —  und  werden  die  unabhängigen  Variablen  mit  Xj^,  x^,  ■  .  ■ ,  Xg, 
die  abhängigen  Variablen  aber  mit  yi,  y^j  •  •  ■  >  y^q—i  bezeichnet,  so 
sind  die  2q  —  1  Hülfsgieichungen,  wenn  t^  eliminirt  ist,  von  der  Form: 

5  2?— 1 

{ii=\,  2,  ...,  2q-l), 
imd  die  Coefficienten  Z  imd  T  sind  von  der  Form: 

^2q(^m,,u  -^fi  (^111,2 q- 

Dies  ist  ein  System  von  2q  —  1  Differentialgleichungen  mit  mehr 
denn  2q  Variablen  und  dasselbe  wird  befriedigt  durch  ein  System 
von  2q  —  1  Integralgleichungen.  Demnach  ist  es  ein  System  exacter 
Gleichungen  und  wir  erhalten  die  Integrale  durch  eine  der  bereits  im 
Kap.  2  angegebenen  Methoden.  Wenden  wir  insbesondere  Natani's 
Methode  (1.  c.  §  33)  au  und  führen  die  Hauptintegrale  ein,  welche 
y^i  7  y^2  i  •  •  -7  ^2—1  ^®™  werden,  wenn  nach  s  Integrationen 

X^  —  U ,   X2  —  U ,    .  .  .  ,    Xg  —  u , 

wie  in  dieser  Methode  üblich,  gesetzt  wird,  so  können  wir  1/^  =  x^,. 
annehmen  und  dann  ist  die  Differentialgleichung: 
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TO=1  2  =  1 

WO  X'j_.  der  Werth    von   Xj_j_/  ist,    wenn    wir  Xj  =  0    nehmen   für 
7  =  1,  ....  s  und  jc  ,  .  =  X  ,  .  für  i  =  1,  ....  2(7  —  1. 
Wir  haben  nun  eine  Differentialgleichung 

'y'x\.äx'\.=^' 

^^  S-\-l  S-\-l 

mit  2q  —  1  Variablen,  welche  durch  q  Integrale  befriedigt  wird;  die- 
selbe ist  daher  von  der  im  Vorhergehenden  (§  93)  betrachteten  nor- 
malen keiner  Bedingung  unterliegenden  Form.  Als  erstes  Integral 
können  wir  nehmen: 

yf  =^1+1  =  const., 
und  dann  hat  die  Gleichung 

j  =  2 

zwischen  2q  ■ —  2  Variablen  q  —  1  Integrale,  welche  zusammen  mit 
dem  einen  bereits  erhaltenen  das  System  von  q  Integralgleichungen 
bilden.     Oder  wir  können  als  erstes  Integral  nehmen: 


fp(^^+i,  ■  ••)  =const., 


und  erhalten,  indem  wir  mittels  dieses  Integrals  die  Grrössen  x  ,     und 


^^^s4-i  ^^^^  ^^^  Gleichimg  eliminiren,  eine  analoge  Gleichung  mit  2q  —  2 
Variablen,  die  in  derselben  Weise  zu  integrireu  ist,  wie  vorher. 

Die  zweite  dieser  Annahmen  betrachtet  die  reducirte  Gleichung 
als  eine  Gleichung  zwischen  einer  ungeraden  Anzähl  von  Variablen 
—  und  das  angenommene  Integral  ist  das  gewöhnliche  noth wendige 
Integral  (§  69)  von  willkürlicher  Form,  welches  als  das  Integral  der 
Gleichung  genommen  wird.  Die  erste  jener  Aimahmen  betrachtet  die 
Gleichung  als  die  erste  reducirte  Form  einer  2q  Variablen  enthalten- 
den Gleichung  und  das  angenommene  Litegral  ist  das  gewöhnliche 
(1.  c.)  erste  Integral  einer  solchen  Gleichung.  Die  Beziehung  zwischen 
den  beiden  Integralsystemen  wird  ersichtlich  werden,  wenn  wir  zur 
Betrachtung  der  Methode  von  Clebsch  kommen. 

Beispiel  1.     Es  sei  die  Gleichung  zu  integriren: 
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Für  diese  Gleiclmng  liaben  wir: 

«1,2  =  <?2,3  =  0^3,4  =  ß'4,5  =  «1,4  =  Öf2,5  =  <^3,1  ==  0^4,2  =  055,3  ==  <^5,1  ==  2  , 

[1,2,3,  4]  =  [2,3,4,5]  =[3,4,5,1]  =  [4,5,  1,2]  =  [5,1, 2,3]  =  4. 

Die  Bedingung  (15)  ist  erfüllt,  für  q  =  1  aber  ist  keine  der  Be- 
dingungen (16)  oder  (17)  erfüllt  und  für  g  =  2  existiren  die  Be- 
dingungen (17)  gar  niclit,  während  die  einzige  aus  (16)  übrigbleibende 
Bedingung  identisch  mit  (15)  ist.  Daher  kann  die  gegebene  Diffe- 
rentialgleichung durch  zwei  Integrale  befriedigt  werden. 


Die  Hülfsgieichungen  sind: 

^1  =  atl^         ^^^2  +  f?^3 

-  dx^  +  dx,)  =  - 

^^1    dt. 

^^=           ^^1    dt. 

Aw  2^x',t: 

X,=       2^4^ 

d  X 

X   =  —  2/   — ^ 

von  denen  nur  vier  unabhängig  sind;   dieselben  können  in  der  Form 
geschrieben  werden: 


dX, 

dX^ 

dX, 

dX^ 

r     dx. 

X^ 

X„ 

X,  ' 

X, 

Drei  unabhängige 

Integrale 

dieser 

sind: 

^'2 

^'3 

x^ 

u  = 

=  x[^     ^ 

X,-' 

,     tv  =^ 

X,' 

woraus  sich  erg 

iebt: 

^2  = 

X,(l  +  « 

)  +  ^i 

—  2«iJ 


2:3  =  Z,(l  +  2?< -f  v) +  iCi 
x^  =  A\(l  +  2m  +  2y  +  w")  +  ^1 
^5  =  ^1  (^^  +  «^  +  *0  +  ^1  • 
Werden  diese  Werthe  in  den  Ausdruck 

X^dXj^  -f-  X^dx^  +  X^dx^  +  X^fZic^  -f-  X^f/^^r, 
substituirt,  so  nimmt  derselbe  die  Form  an: 

Xj-  { (v  -\-  tu  —  1)  du  ■\-  (jv  —  u  —  l)dv  ■ —  (u  -\-  V  -\-  1)  diu  ]  , 
was  eine  indirecte  Bestätigung  dafür  giebt,   dass  X~^  der  durch  In- 
tegration der  Hülfsgieichung  abgeleitete  Werth  von  t^  ist,  denn  ^^ü 
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ist  in  der  neuen  Form  unabliängig  von  t^ .  Denmacli  ist  die  zu  in- 
tegrirende  Gleichung: 

(v  -{-  tv  —  1)  du  +  (j'V  —  11  —  l)dv  —  {u  -{-  V  -\-  1)  dw  =  0 , 

und,  wie  zu  erwarten  war,  befriedigt  dieselbe  die  Integrabiiitäts- 
bedino'uns'  nicbt.  Ihre  beiden  Integrale  können  in  der  Form  ge- 
nommen  werden: 

V  =  const. 

u  4-  v-4-  1  . 

— ~ — 7  =  const. , 

V  -}-  tv  —  1  ' 

oder  zwei  Integrale,  durch  welche  die  ursprüngliche  Differential- 
gleichung befriedigt  wird,  sind: 


_  const. 

Beispiel  2.  Als  Anmerkung  zu  dem  Yorhergehendeu  können  wir 
die  Bemerkung  hinzufügen,  dass,  wenn  die  Bedingung  (15)  und  keine 
andere  Bedingung  weiter  für  eine  Grleichung  zwischen  einer  unge- 
raden Anzahl  von  Variablen  befriedigt  ist  (§  65),  alsdann  häufig  ohne 
Rücksicht  auf  die  Existenz  des  willkürlichen  Integrals  in  §  100  eine 
Reduction  auf  die  nächstniedrigere  Anzahl  von  Variablen  ausgeführt 
werden  kann,  indem  man  aus  den  Hülfsgieichungen  die  Variation 
irgend  einer  Variablen  fortlässt. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  sich  x^^  in  den  Hülfsgieichungen  nicht 
ändert  (oder,   was   dasselbe  ist,  wenn  wir  passende  Variable  für  die 

4 

Transformation  von  ^.  Xrdx,-  finden  können),   so   sind  diese  Hülfs- 

r  —  l     ' 

gleichungen: 

et  •X I  6t  OCa  Cl  CCn  u  Oüä 

Hieraus  ergeben  sich  als  passende  Variable  für  die  Transformation: 

u' =  -^ ^,      'o'  = -^ ^,     iv' =^  — -■ 


Wir  erhalten  dann: 

X^  =  X         +  ^5 

X<^  A  %l      "^   Xe. 

Xo  ^^^  A  V        I     Xk 
X^  =  Iw'  -j-  a?5, 

und  wenn  diese  Werthe  substituirt  werden,  finden  wir: 
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5 

y;XrdXr=^l^  [v' — iv' — l)du'-\-(2ü' — u'-{-V)dv'-\-{u' — V — l)dw' ]  =0, 

r  =  l 

so  dass  die  zu  integrirende  Gleichung  ist: 
(v'  —  w'  —  l)du'  +  {tu'  ■ —  u'  -\-  l)dv'  -\-  (u  —  v'  —  l)div'  =  0. 

Die  Integrale  dieser  Gleicliung  sind: 

1  —  u'  4-  w'  , 

—  const. 


u'  —  v'  -{-  lo' 

w'  , 

—r  =  const. 
Die  allgemeine  Rechtfertigung  der  Methode  ist  im  §  66  gegeben. 

§  103. 

Die  Kenntniss  eines  der  Integrale  der  Hülfsgieichungen 
(und  daher,  wofern  dieses  Litegral  das  erste  ist,  eines  Integrales  der 
gegebenen  Differentialgleichung^  vorausgesetzt,  dass  diese  eine  Glei- 
chung mit  einer  geraden  Anzahl  Variablen  ist)  kann  in  folgender 
Weise  verwerthet  werden*),  um  die  Anzahl  der  Gleichungen 
in  dem  Hülfssystem  zu  vermindern. 

Es  sei  «1  das  bereits  bekannte  und  u.^,  .  .  .,  v^  die  noch  zu  fin- 
denden Integrale.     Dann  haben  wir: 

2  n  11 

711  =  1  .S  =  l 

wo  A{j=  t^)  die  Variable  ist,  welche  nur  als  gemeinsamer  Factor  in 
den  Coefficienteu  der  rechten  Seite  auftritt;  die  Grössen  a  sind  unab- 
hängig von  ^j^  und  wir  belassen  sie  in  ihrer  allgemeinen  Form, 
nehmen  also  nicht  die  besonderen  Formen  von  §  89.  Aus  dieser 
Gleichung  folgt: 

(ri)  ^  A  X„ßxm  —  «1 8u^  =  «2  8i(,2  -] +  ß;«  dun  . 

111=1 

Wendet  man  auf  diese  Gleichung  dasselbe  Verfahren  wie  in  §  93 


*)  Natani's  üntersncliung  wurde  vor  der  Jacobi'sclien  Abliandlung  in 
Crelle's  J.  Bd.  60  veröffentlicht,  sonst  "könnten  die  folgenden  Resultate  durch 
die  Resultate  dieser  Abhandlung  ersetzt  werden.  Natani's  hier  gegebenes  Re- 
sultat stimmt,  wenn  auch  nicht  in  seinem  expliciten  Ausdruck,  mit  den  von 
Clebsch  erhaltenen  Resultaten  (§  121  und  122)  überein. 
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an  und  beachtet  man^  dass  a^  und  f^  von  einander  unabhängig  sind, 
so  dass  es  zwei  unabhängige  Veränderliche  giebt,  so  gelangt  man  zu 
den  2n  Gleichungen 

(18)  XJt,  =  j^da,-\-t,^a^,JXrn 

*  ni^  1 

für  s  =  1,  .  .  .,  2n. 

Nun  sind  zwei  dieser  Gleichungen  erforderlich,  um  die  neuen 
unabhängigen  Variableu  f^  und  «j  als  Functionen  der  alten  Variablen 
X  zu  bestimmen,  und  es  bleiben  daher  2m  —  2  Gleichungen  übrig 
zur  Bestimmung  der  übrigen  Grössen.  Für  die  Gleichung  (a)  sind 
aber  aus   den  Gleichungen  (18)  nur  2n  —  3  Grössen  zu   bestimmen, 

nämlich  v^,  .  .  . ,  Un,  ^  '  '  '  ' '  '"■  -^^  somit  die  2n  —  2  Gleichungen, 
welche  aus  (18)  übrig  bleiben,  nur  2n  —  3  Integrale  (nämlich  die 
eben  genannten  Grössen)  haben,  so  muss  eine  dieser  Gleichungen  eine 
blosse  lineare  Combination  der  andern  2n  —  3  sein. 

Jede  dieser  Gleichungen  enthält  die  Variationen  zweier  unab- 
hängigen Variablen  und  führt  daher  zu  zwei  Gleichungen  von  den 
Formen: 

TO  =  1  ^ 

*  m  =  \ 

SO  dass  wir  zwei  Systeme  von  je  2n — ^3  unabhängigen  Glei- 
chungen erhalten.  Die  Grössen  t^  und  a^  sind  durch  Quadraturen 
bestimmbar  und  n^  ist  gegeben,  so  dass  von  den  Variablen  t^  und  den 
2n  Variablen  x  drei  als  beseitigt  betrachtet  werden  können,  und  die 
2n  —  3  Gleichungen  in  jedem  System  enthalten  2n  —  2  Va- 
riable. 

Sind  nun  keine  Integrale  bekannt,  so  ist  (I)  das  Hülfssystem  und 
dasselbe  hat  2n — 1  Integrale,  welche  sämmtlich  von  t^  unabhängig 
sind.  Von  diesen  2  w  —  1  Integralen  ist  eins  nothwendig  «/, ,  andere 
2n  —  3  sind  die  den  beiden  Systemen  (I)  und  (11)  gemeinsamen  In- 
tegrale und  das  fehlende  Integral  ist  offenbar  a, . 

Nehmen  wir  die  Lösungen  der  Gleichungen  (I)  in  der  Form: 

.   ^«^,.  _   y?  Y  7? 


=  1 
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dann  sind  die  Lösungen  der  Gleichungen  (11): 

Hiernacli  erhalten  wir,  wenn  -^  irgend  eine  Function  der  Va- 
riablen X  ist  und  dieselbe  ausgedrückt  wird  durch  die  neuen  Ver- 
änderlichen: 

"in         In 


und: 


—  1  V   VxT?     li- 

2ra         2re 

Jl   'V     'V  -?^  ^  7? 

—  \^     ^     dx^   dx    ^ 


m.s  ■ 


Es  ergiebt  sich  nun  sofort,  dass,  wenn  -9-  ein  Integral  der  Pfaff- 
schen  Differentialgleichung  ist,  z.  B.  U2  neben  v^,  so  dass  es  in  den 
neuen  Variablen  ausgedrückt  unabhängig  von  f.^  und  a^  ist,  dasselbe 


alsdann  den  beiden  Gleichungen 

TO  =  1    3  =  1  ™ 

2n         2re 

5/  5/1^1?.,.  1^  =  0 

.^IJ   ><^  aa;,      '"''  a«; 

genügt,  welche  mit  den  später  bei  der  Darlegung  der  Clebsch'schen 
Theorie  gegebenen  übereinstimmen. 

§  104. 

Nachdem  wir  nun  wissen,  welche  Folgen  die  Kenntniss  eines  der 
Integrale  der  Hülfsgieichungen  (6)  des  §  89  oder  der  oben  ange- 
gebenen Gleichungen  (I)  hat,  eines  Integrals,  welches  der  Natur  der 
Sache  nach  auch  ein  Integral  der  Differentialgleichung  ist,  wollen  wir 
nunmehr  überlegen,  welche  Folgen  die  Kenntniss  zweier  Inte- 
grale der  Hülfsgieichungen  (6)  oder  (I)  hat. 

Eins  der  beiden  bekannten  Integrale  ist   ein  Integral   der  Dif- 

Porsyth,  Theorie  der  Differentialgleicliungen.  13 
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ferentialgleichung    und  kami    mit  u^   bezeiclinet  werden;    das  andere 
werde  mit  -9-  bezeiclinet.    Alsdann  ist,  da  beide  Integrale  von  (I)  sind: 

Jn         2n 

Zj  Z^  ^^^^-.^ä^  =  ^ 

?ra  =  l   s=l  "' 

Nun    kann  %■    ein    Integral    der  Differentialgleicbung    sein    oder 
nicht.     Nacb  dem  letzten  Paragraphen  ist: 

2ra         in 


^1  doc,~Zj   Zj  dx^^  dx^  ^'"'^^ 

1  m=l «=1  ™  * 

und  da  Q-  ein  Integral  des  Systems  (I).  ist,  so  ist  es  eine  Function 
von  U]^ ,  von  a-^  und  den  2n  —  3  den  Systemen  (I)  und  (11)  gemein- 
scbaftlicben  Lösungen  oder  etwa  von  «^  und  diesen  2n  —  3  Lösungen 
allein,  denn  überall,  wo  u^  vorkommt,  kann  es  durch  eine  Constante 
ersetzt  werden.    Wie  beschaffen  also  auch  die  Form  von  0"  sein  möge, 

wir  erhalten  ^ —  als  Function  von  diesen  selben  2w  —  3  Lösungen 
und  von  a^,  so  dass  ^ —  eine  Lösung  des  Systems  (I)  oder  der  äqui- 
valenten partiellen  Differentialgleichung 

2j  2j  ^^^-'^  d^  =  ^ 

m  —  l    s  =  l  "'■ 

ist. 

-r-r-r  f  & 

In  Bezua;  auf  den  obigen  Werth  von  75 —  können  nun  vier  Fälle 
eintreten. 

Erster  Fall:    ^ —  kann   verschwinden.     Dies    ist   nach    dem 

vorigen  Paragraphen  die  Bedingung  dafür,  dass  d"  die  Gleichungen 
befriedigt,  welche  ein  zweites  Integral  der  Pf  äff 'sehen  Gleichung  be- 
stimmen. Somit  ist  in  diesem  Falle  d'  ein  zweites  Integral, 
etwa  u^. 

Zweiter  Fall:    7^ —  kann  eine  reine  Constante   sein,   etwa 

gleich  — .    Dann  ist  a^  =  cd'.    Demnach  ist  in  diesem  Falle  das 

zweite  Integral  des  Hülfssystems  ein  blosses  constantes 
Vielfaches  des  Coefficienten  des  Differentialelements  du^ 
des   ersten  Integrals  bei  der  Bildung  des  reducirten  Pfaff- 
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sehen  Ausdrucks.     Es    ist   dies   etwas  vortlieilliafter,  als   wenn  a^ 
durch  eine  Quadratur  bestimmen  müsste. 

Dritter  Fall:    - —   kann   eine  Function    von  d-  sein,    etwa 
f(ß').     Dann  haben  wir: 


oder 


-f' 


so  dass  «j  durch  eine  Quadratur  bestimmt  ist.  Wofern  nicht  etwa 
diese  Quadratur  leichter  ist  als  die,  durch  welche  cc,  bestimmt  wurde, 
lässt  sich  im  gegenwärtigen  Falle  aus  der  Kenutniss  des  zweiten  In- 
tegrals des  Hülfssystems  kein  Vortheil  weiter  ziehen. 

Vierter  Fall:  ^ —  kann  eine  nicht  verschwindende  Func- 

tion  der  Yariabeln  sein,  welche  sich  nicht  durch  d-  ausdrücken 
lässt;  dieselbe  werde  mit  v  bezeichnet,  dami  ist  v  eine  neue  Lösung 
des  Hülfssystems  (I)  und  bietet  somit  dieselben  Fälle  dar  wie 
d-,   d.  h.   es  kann  v  ein  zweites  Integral    der  ursprünglichen  Pfaff- 

schen  Differentialgleichung   sein,    oder   es  wird,    wenn  ^   entweder 

eine  Constante  oder  eine  Function  von  -9-  und  v  ist,  eine  sehr  ein- 
fache Quadratur  im  Falle  eines  constanten  oder  eine  verhältnissmässig 
einfache  Quadratur  im  Falle  eines  functionalen  Werthes  die  Grösse  a^ 

bestimmen;  oder  es  kann  schliesslich  tt—  noch  von  allem  diesem  ver- 

schieden  und  daher,  wie  bei  ^ — ,  wieder  eine  neue  Lösung  des  Hülfs- 
systems (1)  sein. 

Da  dieses  Hülfssystem  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Lösungen 
hat,  so  wird  die  durch  den  vierten  FaU  dargebotene  Reihe  von  Mög- 
lichkeiten schliesslich  ein  Ende  nehmen,  so  dass  wir  schliesslich  ent- 
weder ein  zweites  Integral  der  Pf  äff 'sehen  Gleichung  erhalten  oder 
«1  durch  Quadraturen  finden. 


§  105. 

Gerade  so  wie  wir  im  §  103  untersuchten,  welche  Modifieation 
des  Hülfssystems  infolge  der  Kenntniss  eines  Integrals  der  Differen- 
tialgleichung ermöglicht  wird,  so  können  wir  hier  analog  untersuchen, 

13* 
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welche  Modificationen  durch  die  Kenntniss  zweier  Integrale 
der  Differentialgleichung  möglich  werden. 

Sind  ^^-^^  und  u.^  die  beiden  als  bekannt  vorausgesetzten  Integrale, 
so  sind  die  (18)  entsprechenden  Gleichungen: 

2n 
^  *  m=  1 

Es  sind  drei  unabhängige  Variablen  t^,  a^^,  a.^  vorhanden,  welche 
zu  ihrer  Bestimmung  durch  Quadraturen  drei  von  diesen  2n  Glei- 
chungen   erfordern.     Von  den  übrigbleibenden  2n  —  3   Gleichungen 

sind  nur  2n  —  5  unabhängig,  welche  die  Grössen  u^,  . . .,  u„ ,—,...,— 

bestimmen,    und    da    drei   unabhängige   Variable   vorhanden   sind,    so 
führt  jede  der  Gleichungen  zu  drei  Gleichungen  von  der  Form: 


0 
(H) 

(DI) 


Hiernach  giebt  es  drei  Systeme  von  Hülfsgieichungen,  von  denen 
jedes  2n  —  5  unabhängige  Glieder  enthält;  und  da  u^  und  u.2  constant 
und  ^j,  ccj,  ccg  als  Functionen  der  Variablen  x  bestimmt  sind,  so  folgt, 
dass  die  Gleichungen  zwischen  2n  ■ —  4  (=  2n  -\-  1  —  5)  Variablen 
bestehen,  die  verschieden  sind  von  denjenigen  drei  unabhängigen  Va- 
riablen, welche  nicht  in  den  Ausdruck  ihrer  Integrale  eingehen. 

Die  Bedingung  am  Ende  von  §  103,  dass  u^  unabhängig  von  a^ 
ist,  nämlich 

ist,  wie  leicht  zu  beweisen,  auch  die  Bedingung  dafür,  dass  u^  im- 
abhängig  von  «g  ist.  Und  wie  dort  bestätigt  man  leicht,  dass  ein 
drittes  Integral  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  den  Be- 
dingungen 


x  = 

2ra 

0  = 

dx^  "^ 

2n 

^^,« 
'  a«! 

0  = 

dx^-^ 

2ra 
•w=l 

'da. 
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m  =  l   s=l  "* 

2n         2n 

^    ^    go;,      '"''2^,„'~ 

772  =  1    S  =  l  *  "' 

2?i  2ra 

^7    "^7  du^    -r,       dUo         p. 
2,   2   85t -^».'8^  =  0 

genügt,  welche  mit  den  von  der  Clebscli 'sehen  Theorie  (§  122)  ge- 
gebenen übereinstimmen. 

Und  so  geht  es  weiter  fort,  indem  man  entweder  irgend  welche 
Anzahl  von  unabhängigen  Integralen  des  ursprünglichen  Hülfssystems 
oder  irgend  welche  Anzahl  von  Integralen  der  gegebenen  DiflFerential- 
gleichung  als  bekannt  voraussetzt. 


7.  Kapitel. 
Anwendung  auf  partielle  Differentialgleicliungen  erster  Ordnung. 


§  106. 

Da  Pf  äff 's  TJntersucliimgeii  ursprliaglicli  in  der  Absicht  unter- 
nommen wurden,  zu  einer  Auflösung  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  zu  gelangen,  so  dürfte  es  von 
eioigem  Interesse  sein,  kurz  die  Form  anzudeuten,  welche  die  Auf- 
lösung annimmt,  wenn  man  sie  aus  der  Theorie  der  Pfaff'schen 
Gleichungen  ableitet. 

Es  sei 

(1)  f{^,  x„  .  .  .,  x„,  p„  .  .  .,  p;)  =  a 

irgend  eine  Differentialgleichung,    deren  Integral    gesucht   wird.     Es 
ist  stets 

(2)  —  d0  -\-  p^dx^  -\-  p^dx^  +  •  •  •  +  PndXn  =  0 . 

Diese  Gleichung  kann  nun  im  Verein  mit  (1)   von   zwei  verschie- 
denen Gesichtspunkten  aus  betrachtet  werden. 

Erstens  können  wir  aus  Gleichung  (1)  den  Werth  irgend  einer 
der  Grössen  g,  x^,  .  .  .,  x^,  Pi,  .  •  •,  Pn  durch  die  übrigen  ausdrücken, 
etwa 

Pn  =  ^(^,    X^,    .  .  .,    Xn,  _Pi,    .  .  .,  Pn-\,    «)  =  -Ö", 

und  dadurch  geht  (2)  über  in: 

(3)  —  dz  -f  p^dx^  +  •  •  •  -\r  Pn-idXn-i  +  ^^dXn  =  0, 
und  dies  ist  eine  Pf  äff 'sehe  Gleichung  mit  2n  Variablen 

^}    X^,    .   .    .,    Xn,  Pi)    •    ■   ■,  Pn  —  l  ■ 

Dies  ist  der  Gesichtspunkt,  von  welchem  Pfaff  bei  Behand- 
lung der  Frage  ausging. 

Zweitens  können  wir  (2)  als  eine  Pf  äff 'sehe  Gleichung  mit 
2n -{-  1    Variablen   s:,  x^,  .  .  . /x„,  p^,  .  .  . ,  Pn    betrachten;    da    nun 
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bekanntlicli  eins  der  Integrale  des  äquivalenten  Systems  willkürlicli 
angenommen  werden  kann  (§  69),  so  können  wir  Gleichung  (1)  als 
dieses  Integral  nehmen.  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  be- 
trachtete Natani  die  Frage. 

Wir  woUen  von  diesen  beiden  Gesichtspunkten  der  Reihe  nach 
ausgehen,  um  das  System  der  Hülfsgieichungen  aufzustellen,  die 
wesentlich  einfacher  sind  als  im  allgemeinen  Falle,  da  die  Coeffi- 
cienten  der  Elemente  cZj)  Null  sind,  und  auf  diese  Weise  die  Lösung 
der  Differentialgleichung  anzudeuten. 

Die  Methode  von  Clebsch  ist  anerkanntermassen  die  Verallge- 
meinerung der  Jacobi 'sehen  Methode  für  partielle  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung  auf  das  Pf  äff 'sehe  Problem,  und  demnach 
liefert  seine  Methode  an  sich  keinen  weiteren  Vortheil  vor  der 
allgemeinen  Jacob i'schen  Theorie,  d.  h.  keinen  weiteren  Vortheil  in 
Bezuß'  auf  die  Pf  äff 'sehe  Gleichung. 

Die  Anwendung  der  Li e 'sehen  Methode,  welche  von  Darboux 
im  Wesentlichen  wiederholt  wurde,  ist  in  §  136  als  Beispiel  gegeben 
imd  die  Methode  von  Frobenius  beschränkt  sich  ganz  und  gar  auf 
die  Transformation  der  Pf  äff 'sehen  Ausdrücke. 


§  107. 

Um   die  Pfaff'sche  Lösung  der  gegebenen  Differentialgleichung 
zu  erhalten,  gehen  wir  aus  von  der  Gleichung  (3),  die,  in  der  Form 

p^dx-i^-{-lJ^dx.,  + \- pn-idXn-i-\-  d'dXn  -\-  0 . dp^ -{-■••  -\-  O.dpn-i 

geschrieben,  mit  der  allgemeinen  in  den  vorhergehenden  ^^apiteln 
betrachteten  Pf  äff 'sehen  Gleichung  übereinstimmt,  wenn  in  der 
letzteren  gesetzt  wird: 

X^n=  Z]         Xn  +  r  =  Pr    f^r    r  =   1,    2,    .  .  .,    fl  1 

X2„  =  — 1;     Z^-f-r  =  0    für  r  =  1,  2,  .  .  .,  w  —  1 
Xn    =      ^-j     Xr       =  pr  iür  r  =  1,  2,  .  .  .,  n  —  1 . 

Um  alsdann  die  Hülfsgieichungen  (§  55)  zu  bilden,  bedürfen  wir 
der  Grössen  a/,^.     Dieselben  sind,  wie  man  leicht  findet: 

üij  =  0,  wenn  weder  i  noch  j  grösser  ist  als  n  —  1; 

(^n,i  =  o —  für  i  =  1,  .  .  ■,  n  —  I5 

a^^^  ==  0  stets  für  alle  Werthe  von  q; 
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an,n+r      =  g^  für  r  =  1,  .  .  .,  w  —  1  J 

Cl'n,2n  g^  ) 

an+r,r      =  —  1  für  r  =  1 ,  .  .  .,  w  —  1 ; 

an+r,i      =  0,  wenn  i  und  r  verschieden  sind,  für  i  =  1,  . . .,  n  —  1 ; 

an  +  r,n  +  s  =  0    fÜY    S  =  1 ,    .  ,  .,    fh    Wß.d  T  =  1 ,    .  .  .,    U  ] 

a2n,i         =0  füi  i  =  l,  .  .  .,  n—  1. 

Alsdann  nehmen  die  bereits  erwähnten  Gleichungen  die  Form  an : 


X, 

=       yn  g^_  +  y.+i  für  ^  —  1,  .  .  .,  w  —  1 

Xn-\-r 

=       yr       yn^^    für  r  —  1,  ...,  n—1 

x„ 

n — 1                            n — 1 

-2j  y^  dx.  +  2j  y-^'  dp,  +  y^-  dz 

X2n 

~    y^'dz' 

Da  nun  -9' =jj„  aus  der  Grleichung  (1)  abgeleitet  ist,   so  haben  wir: 

df    d&    ,      df         r,   £•'  1 

sT^  ö p  ^  =  0  für  r  =  1,   .  .  .,  M 

a_p^   dz  ~^'  dz  ' 

Setzen  wir  nun  für  die  Ableitungen  von  Q^  ihre  Werthe  nach 
Einsetzung  der  Werthe  der  Grössen  X  ein  und  beachten  wir  die  De- 
finitionen der  Grössen  y  (Gleichungen  (9)  in  §  55),  so  erhalten  wir: 


dx. 

dx^ 

dz 

dp, 

^Pn 

*) 

df   ~ 

df 

P 

P. 

Pn 

dp, 
wo 

^Pn 

*)  Dies  sind  die  Hülfsgleicliungen  für  die  Ableitung  des  ersten  Integrals 
bei  der  in  dem  Beispiel  des  §  213  des  „Lehrbuchs"  angegebenen  GleicliuQgsform; 
dieselben  entsprechen  natürlich  dem  Hülfssystem  für  die  einfachere  in  §  215 
des  „Lehrbuchs"  behandelte  Gleichungsform. 
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dx;       -^    dz  '         ' 


i  —  l 

und  der  Wertli  von  ft  ist: 


dl 


1_  d£ 
P  ds' 


108. 


Bei  der  Pf  äff 'sehen  Auflösungsmetliode  muss  man  das  eben 
gefundene  Hülfssystem  integriren  und  die  2n  —  1  von  f  ==  a  ver- 
schiedenen Integrale  zur  Transformation  der  ursprünglichen  Grieichung 
benutzen.  Eins  der  so  benutzten  Integrale  wird  als  ein  Integral  der 
ursprünglichen  Gleichung  genommen  und  die  transformirte  Gleichung 
geht  über  in  eine  Gleichung  mit  2n  —  2  Variablen. 

Wir  gehen  nun  wie  in  dem  bereits  betrachteten  allgemeinen 
Falle  weiter.  Wir  müssen  also  n  Hülfsgleichungssysteme  integriren 
uud  jedes  Hülfssystem  führt  zu  einem  Integral  der  Differentialgleichung. 
Schliesslich  erhalten  wir  auf  diese  Weise  n  Integrale,  welche  die 
Variablen  z,  x^,  .  .  .,  Xn,  Pi,  .  ■  .,  J?«  und  n  willkürliche  Constanten 
enthalten;  werden  aus  diesen  n  Gleichungen  zusammen  mit  f=a  die 
n  Grössen  p^,  .  .  .,  p^  eliminirt,  so  resultirt  eine  Gleichung  zwischen 
z,  Xyy  .  .  .,  Xn  und  n  willkürlichen  Constanten,  welche  das  vollständige 
Integral  der  Gleichung  ist. 

§  109. 

Der  letzte  Abschnitt  verlangt,  dass  n  Systeme  von  Hülfsgieichungen 
integrirt  werden  sollen.  Eine  grosse  Vereinfachung  wurde  von 
Jacob i  eingeführt,  durch  welche  nur  allein  die  Integration  des  ersten 
Systems  erforderlich  wird.  Dies  wurde  bewirkt  durch  die  Ein- 
führung   der   Anfangswerthe    der  Variablen*)   —   ein  Schritt, 


*)  Vergleiche  die  Abhandlung:  „Ueber  die  Reduction  der  Integration  der 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  irgend  einer  Anzahl 
Variablen  auf  die  Integration  eines  einzigen  Systems  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen", Crelle's  J.  Bd.  17  (1837),  S.  97—162,  besonders  §  9,  S.  136  u.  ff. 
oder  Ges.  Werke  Bd.  4,  S.  57—127,  besonders  S.  100  u.  ff. 

Der  Gedanke  der  Einführung  dieser  Anfangswerthe  wird  daselbst  Hamilton 
zugeschrieben  in  seinen  damals  neuen  Untersuchungen  über  Dynamik  und  in- 
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der  mit  der  Herstellung  der  Hauptintegrale  eines  Systems  von  Diffe- 
rentialgleichungen zusammenhängt. 
Es  seien 

%  =  flr^j    K^  =  ^27    ■  ■  •;    ^'2«  — 1  =  C(2n  —  1 

ein  System  von  2«  —  1   unabhängigen  Integralen   des  Hülfssystems, 
welches  in  der  Form  genommen  werden  kann: 

P  -^—  =  ^-^  für  r  =  1 ,  .  .  .,  w 

P  -^—  = ö-^ PrTT-  lur  r  =  1,  ....  n, 

dz  dx^        -^"^  d  z  7         11 

während  das  letzte  Integral  des  Systems  die  gegebene  Gleichung 

f  ==  a 
ist. 

Nimmt  man  0,  Mj,  .  .  .,  u^n—x  als  neues  System  von  Variablen 
und  drückt  man  rr^,  .  .  .,  a?„,  ^j,  .  .  .^jy^  durch  z^  u^,  .  .  .,  ti^n—i  aus,  so 
werden,  wenn  die  Werthe  in  das  vorstehende  Hülfssystem  substituirt 
werden,  diese  Grleichungen  zu  Identitäten.     Da  nun: 

-0  Sf    .  .         df  - 

ist,  so  erhalten  wir  aus  den  ersten  n  Gleichungen: 

welche  nach  Substitution  der   genannten  Werthe    eine   Identität   ist. 
Sie  giebt  durch  Differentiation: 

du   dz,   ^  ""•"   du   dz 

_■  d'^x^      .  c^x^     ,  ■  ^^^» 

'^^^dudz^  ^'^  ¥^z  "1  ^^""dudz 

für  jede   der   Grossen  u^  und  dieses   führt  mittels  der  ersten  n  Glei- 
chungen zu 

^i»!  aw  "1  •"  d^^  du    ~        ^  \dudz~^  ^  ^""dudz)' 


folge  dessen  wird  die  Methode  oft  die  Jacobi-Hamilton'sche  genannt.  Es 
ist  jedoch  von  Lie,  Math.  Annal.  Bd.  8,  S.  215  (Anmerk.)  und  von  Mansion 
„Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung"  (Julius  Springer, 
Berlin,  1892)  S.  115  (Anm.)  hervorgehoben  werden,  dass  die  Methode  in  Wirk- 
lichkeit von  Cauchy  herrührt,  der  sie  im  Jahre  1819  veröffentlichte.  Vergl. 
Cauchy's  Exercices  d' Analyse  et  de  Physique  Mathömatique  Bd.  2,  S.  270— 272. 
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Ebenso    ist    die  Gleichung   f  =  a    eine  Identität,    wenn   die  ge- 
nannten Werthe  substituirt  werden;  daher: 

Q^dldp,     , Ll/^?:^_l_i^^i    L.  K^3^ 

dpi   du     '  "•"  dp^  du    '    dx^   du  ~^  '    dx^  du 

(wenn  man  beachtet,  dass  Mj,  .  .  .,  Uin—i,  ^  die  2w  unabhängigen 
Yeränderlichen  sind)  oder  mit  Benutzung  der  letzten  n  Gleichungen 
des   Hülfssystems,  wenn  dieselben  als  zur  Bestimmung  der  Grössen 

^—  dienend  betrachtet  werden: 

ex 

dp,  du   ~r  ■  ■  '  ~r  Sp^  du         du  \      dz     '    -^i  dz' 

+ 


+  du  V  dz  +^"  a^  j 


Setzt  man  diese  beiden  Ausdrücke  für   /,  0-^  0^  einander  gleich, 

.^J  dp  du  o         7 

so  erhält  man: 

PIL  |!^  +  |^|^)  +  ...  +  Lp^  +  'f.'M} 

(v^'-dudz    '    du   dz/     '  '    \-^"dudz    '     du   dz/J 

,   ^{     dx,     ,  ,         Sxx 

und  daher  durch  Integration: 

dx  Gx„  —  /  ;-  — 

WO  C  eine  von  2  unabhängige  Grösse  ist. 

An  dieser  Stelle  nim  werden  die  ,,Anfangswerthe"  eingeführt. 
Da  C  von  0  unabhängig  ist,  so  wird  sein  Werth  nicht  geändert, 
wenn  0  irgend  ein  besonderer  Werth  z.  B.  der  Werth  NuU  beigelegt 
wird.  Es  seien  die  Werthe  der  Variablen  x  für  diesen  Werth  von  0 
resp.  Ii,  .  .  .,  ^n  und  diejenigen  der  Variablen  p  resp.  jTj,  .  .  .,  jr,», 
Werthe,  die  sämmtlich  Functionen  von  v^,  .  .  .,  U2n—i  sind,  die  durch 
die  2n  unabhängigen  Gleichimgen  bestimmt  werden: 

^(Py  ^17  •  •  ■}  ^n,  ^i,  •  •  .,  jr„)  =  a 

0-=l,  ...,  2.^-1). 
Die  hieraus  sich  ergebenden  Resultate  haben  die  Form: 
t-  =  Function  (a,  «,,  .  .  .,  ihn—i) 

=  Function  (0,  x,,  .  .  .,  x„,  p,,  .  .  .,  p^), 
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weim  man  für  a  den  Werth  f(z,  x^,  .  .  .,  x„\  p^,  .  .  .,  Pn)  und  für  Ui 
seinen  Werth  ausgedrückt  durch  0,  x,  p  substituirt;  und  die  Form 
dieser  Function  ist  derart,  dass,  wenn  man  s  =  0  setzt,  dieselbe  sich 
auf  Xi  reducirt. 

Um  G  zu  bestimmen,  setzen  wir  diese  gleichzeitigen  Werthe  in 
die  oben  erhaltene  Grleichung  ein,  indem  wir  (weil  dies  der  besondere 
Werth  von  s  ist)  Null  als  untere  Grenze  des  Litegrals  in  dem  Ex- 
ponentialausdruck  nehmen,  und  erhalten: 


so  dass 


__rdicu 

-^'-  cu     ^  '   -^"^  du  \   ^  du     '  1       «  Q^^J 


/  dx  ^^n\  '^7    ^7        '^^t 


Substituiren  wir  nun  für  x-^^,  .  .  .,  Xn   ihre  Werthe,  ausgedrückt 
durch  z,  u^,  .  .  .,  i<2«— 1,  so  erhalten  wir: 
—  d0  -{-  Pj^  dx-^  -\-  ■  •  •  -\-  Pn  dxn 

-/  ^^'  du, 
=1    i=l  ^ 

Die  linke  Seite  ist  Null;  der  Coefficient  von  dz  auf  der  rechten 

Seite  verschwindet,  wie  er  in   der  That  soll,  da  wir  eine  Pf  äff 'sehe 

Reduction  ausführen,   und    daher   wird    die    ursprüngliche   Grleichung 

ersetzt  durch: 

n      2m — 1 

Substituirt  man  für    -y.  Pi  ■^—    seinen    Werth    aus    der    obigen 

Grleichimg  und  wirft  man  den  Exponentialfactor,  welcher  keine  Lösung 
der  Gleichung  liefert,  ab,  so  erhält  man: 

Die  Grössen  |j  in  dieser  Gleichung  sind  Functionen  allein  von 
a,  %,  .  .  .,  ^^2»  — 1  und  ebenso  auch  die  Grössen  n\  daher  enthält  die 
neue  Gleichung  nur  2n  —  1  Variable  und  ist  somit  die  Transformation 
der  ursprünglichen  Pf  äff 'sehen  Gleichung.  Femer  aber  haben  wir, 
da  I  eine  Function  nur  von  den  Veränderlichen  u  ist: 

-li- (Zwi  +  •  •• -j- ö duzn  —  i=di, 

dUi  ^'^in  —  X 
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und  dalier  wird  die  Grleichuug : 

^l<^ll   "h  ^■2<^^2   ~f"   ■  ■  ■   4~   ^nd^n  =  0  , 

d.  li.   sie   ist  die   der   ursprünglichen   Gleicliung    äquivalente 
reducirte  Normalform. 

Wie   wir  bereits  in  §  69   gesehen  haben,  ist   ein  lutegralsystem 
derselben : 

WO  die  c  Gonstanten  sind.    Somit  erhalten  wir  das  folgende  Eesultat: 
Um  die  Grieichung: 

f(£,    X^,    .  .  .,    Xn,  Pi,    .  .  .,  Pn)  =  a 

ZU  integriren,   bilde  man  das   Hülfssystem  von  2n  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen: 

dx^  ^  _  ^^  _  <T±  ___  dp^  _  _   ^Pn 

df  ~    df  ~  P  ~~  P,  ~  'PI' 


wo 


und 


'    P 

P. 

Pl= 

df 

dx. 

—  Pi 

df 

'■dz 

p  = 

n 

df 
dp. 

für  i  =  1,  2,  .  .  .,  n 


ist.     Ferner  möge 

Ms  ==  U,{Z,    X^,    .  .  .,    Xn,  Pxi    •  ■  •,  Pri)  =  COUSt.  ==  «, 

{s  =  l,  2,  ..  .,  2n—  1) 
ein  System  von  2n  —  1  Integralen,  die  von  einander  und  von 
f=a   unabhängig    sind  (und    die    im   Verein    mit  f=a    ein 
vollständiges  Integralsystem  des  Hülfssystems  bilden),  dar- 
stellen und  es  mögen  die  2n  Grieichungen 

f^sKy}    ?17     •   •   "7     ?«7    ^17     •   •   "7    ^n)   ^^^  (^s 

nach  den  n  Grössen  |  aufgelöst  sein,   so  dass  dieselben  dar- 
gestellt sind  in  der  Form: 

Ir  =  Cpr{a,    eil,    ■  ■  -7    Ö2«-l) 

für    r  =1,2,...,  n.      Alsdann    führt    die    Elimination    der 
Grössen  p^,  .  .  .,  p„  aus  den  n  -\-  1  Gleichungen 

f(0,  x^,  ..  .,  Xn,  p,,  .  .  .,  pn)=^a 

(Pr{a,    Wj,    .  .  .,    U^n  —  l)  =  (f'r, 
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nacladem  in  q)^  für  die  Grrössen  u  ihre  Werthe 

Ur\ß,    X^y    .  .  .,    Xn,   Pi}    ■  •  ■,   Pn) 

substituirt  sind,  zu  einer  Grleicliung  zwischen  den  Variablen 
0,  Xy,  .  .  .,  Xn  und  den  n  willkürlicben  Constanten  a^.  Diese 
Gleichung  stellt  das  vollständige  Integral  der  gegebenen 
Differentialgleichung  dar. 

§  110. 
Auf  die  Form,  auf  welche  die  vorige  Betrachtung  der  Beziehung 

n 

zwischen  f=a  und  f^^  =  ^,  Piäxi   führen    würde,    wenn  Natani's 

t  =  i 
Methode   für   die   Reduction   benutzt   wird,   ist    bereits   in  §  92   kurz 
Bezug    genommen    worden.      Das    Resultat   ist    dem  vorhergehenden 
analog  und  kann  wie  folgt  ausgesprochen  werden: 

Sind 

UiiZy  x^,  .  .  .,  x„,  2h,  •  •  •;  Pi)  =  const. 

(^  =  1,  2,  .  .  .,  2n  -  1) 

2n  —  1  von  einander  unabhängige  und  von  f^a  verschie- 
dene Integrale  des  Hülfssystems,  so  führt  die  Elimination 
von  p^,  .  .  .,  Pn,  ^i,  •  •  .;  JP«  aus  den  2n  -\-  1  Grleichungen 

f(B,  X^,  .  .  .,  Xn,  p,,  .  .  .,  Pn)  =  a 
f(0,  CC^,  .  .  .,  Un,  3ti,  .  .  .;  7tn)  =  « 
Ui{0,    X^    .  .  .,   X„,  Pi,    .  .  .,  Pn)  =  U;(0,   a^,  .  .  .,  CCn,  7C^,  .  .  .,  TCn) 

(wo  i  =  l,...,  2n  —  1)  zu  einer  Grleichung  zwischen  0,  x^,  ...,  Xn, 
welche  n  willkürliche  Constanten  a^,  .  .  .,  «„  enthält  und  das 
vollständige  Integral  der  Differentialgleichung  ist. 

§  111- 

Wir    gehen   nunmehr    zur   Betrachtung    der    zweiten    mög- 
lichen Beziehung  zwischen  f=a  und  der  Gleichung 

—  dB  -\-  PidXj^  +  •  •  •  +  PndXn  =  0 

über,  bei  welcher  die  Gleichung  zwischen  den  Differentialelementen 
als  eine  Gleichung  mit  2n  -\-  1  Variablen  betrachtet  wird  und  für 
welche  f  =  a  dasjenige  Integral  ist,  welches  willkürlich  angenommen 
werden  kann. 
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Die  vorige  Gleichung  stimmt  überein  mit 

X,  XidXi  =  0, 

i  =  l 

wenn  wir  setzen : 

Xn  +  r  =Pr    fÜr    T  =   1,    .  .  .,    11  j    X2n  +  l  =-"  ^ 

Xn+r  =  0    für  r  =  1,  .  .  .,  n ;  X2n  +  i  =  —  1- 

X,       =ps  für  s  =  1^  .  .  .,  n. 
Und  dann  ist: 

ci'm,s  =  0     für  '>n  und  s  =^  1,  .  .  .,  n 

am,n+m      =1     für  m  =  1 ,  .  .  . ,  }^ 

ci'm,n+s       =  0     für  m  =  1,  .  .  .,  n  und  s  ==  1,  .  .  .,  n  -{-  1,  wenn  m 
und  s  ungleich,  sind, 

am  +  r,n  +  s  =  0       für    T    Uud    S  =  1,    ....    H  -{-   1  . 

Bilden  wir  dann  die  Hülfsgieichungen  wie  in  §  93  und  102  und 
nehmen  wir  insbesondere  die  letztere  Form,  so  erhalten  wir  das  voll- 
ständige System: 

Psdt^  =  - —  dft  —  ti^p^  für  s  =  1,  .  .  .,  u 
0  =  ^ —  d^  -{-  t^dxs  für  5=1,  .  .  .,  n 

in  welchem  nur  eine  unabhängige  Variable  auftritt. 

Ist  K^  =  0,   d.  h.  ist  die  gegebene  Differentialgleichimg  esplicit 

unabhängig  von  z,  so  ist  df^  =  0  und  die  Hülfsgieichungen  üehmen 
die  einfache  (Hamilton'sche)  Form  an: 

•'•  =  -^^^  =  .  ..  =  ^  =  .  .  . 

Ist  dagegen  ^  von  Null  verschieden,  so  nehmen  die  Gleichungen 

die  Form  an: 

dx  dp 


dpg  dx^  ^^ -t""  dz 

wobei    in    jedem   Falle    die    Gleichungen    mit    f  =  a   zusammen    zu 
nehmen  sind. 
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Es  besteht  demuacli  das  Hülfssystera  im  Ganzen  aus  2n  —  1 
Gleichungen  und  es  niuss  somit  2n  —  1  Integrale  geben  und  f  =  a 
ist  kein  Integral  des  Systems,  wofern  wir  mit  demselben  nicht 

n 

dz  =  ^  pidxi 
?=i 

zusammennehmen.  Alsdann  sind  in  dem  System  2w  Gleichungen 
vorhanden  und  dasselbe  besitzt  2w  Integrale.  Nehmen  wir  die  Haupt- 
integrale  und  bezeichnen  dieselben  durch  x^',  .  .  .,  Xn,  Pi,  ■  ■  .,  Pn  für 
0  =  0,  so  haben  wir  nach  §  94: 

n  n 

A  { —  dz  -[-  ^  PidXij  =  n-df  -\-  A'  ^  p/dxl 

i=l  i  =  l 

oder,  da  beständig  f=a: 

n  n 

—  dz  -\-  ^  PidXi  =-^  ^  pldXi 
1=1  1=1 

und  daher  wird  die  Differentialgleichimg  ersetzt  durch: 

n 

y,  p'idx'i  =  0, 

2=1 

und  ein  Integralsystem  hiervon  ist : 

Xy     Cj^j    •   •   •?    '^n  ^n  • 

Dies  führt  zu  demselben  Resultat  wie  in  §  110. 

Für  w  =  2  z.  B.  ist  das  Hülfssystem : 
äx.^      .         dx^  .  dp^  dp.^  dz 


_IL      ^IL      ILm     11     _^4_     K  '  _    IL^    IL 
dp,  dp^      dx.'^^'dz      dx^y  ^"^  dz         ^'dp,     ^'8p., 

und  jeder  dieser  Brüche  ist  gleich: 

_^     und     -^^ 

wie  im  allgemeinen  Falle  für  einen  beliebigen  Werth  von  n. 

Wenn  die  Integrale,  ausser  f=a  noch  drei  au  der  Zahl,  des 
Haupttheils  des  Hülfssystems  bekannt  sind,  so  wird  t^  durch  eine 
Quadratur  bestimmt  und  daraus  findet  man  A  (und  daher,  indem  man 
in  A  die  Hauptintegrale  substituirt,  J.');  und  wenn  ^j  bekannt  ist, 
so  ist  ft  durch  eine  blosse  Quadratur  bestimmbar. 
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In  der  Wirklichkeit  jedoch  kann  mau  diese  Quadraturen  ver- 
meiden, wenn  nur  das  eigentliche  Resultat  gewünscht  wird,  ohne  die 
explicite  Form  aller  Zwischenstadien.    Nehmen  wir  z.  B.  die  Gleichung 

Vx'  + 1*2^  +  2^  +  x^  -\-  ^2  =  a, 
so  ist  das  Hülfssystem: 

dx^    dxc^    dp^  dp^  dz 

—  Pl   ^    —  Pi  ~  ^1  -^  Pi  ^  ^2  +  Pi  ~  —Pi^—P2^ ' 
Drei  von  dem  gegebeneu  verschiedene  Integrale  des  Systems  sind: 

p.^  (OX2  =  -4(pi   (OXi) 

(copi  —  x,y  =  JB{p^  —  ax^ 

((0P2  —  x,y  =  c{i\  —  Gix^), 

wo  CO  eine  dritte  Wurzel  der  Einheit  ist  und  A,  JB,  C  Constanten 
sind.  Dann  ist  leicht  zu  sehen,  dass  das  vollständige  Integral  der 
gegebenen  Gleichung  erhalten  wird  durch  Elimination  der  Grössen 
Pi,  2h)  ^17  ^2  ^^s  ^®^  Gleichungen: 

Pi^  +i^2^  +  2^  +  x^^  ^  x^  =  a 

Pg    —    COX.^  TTg  CO  P 

J)l    COX^ 

(PPx  —  ^vf 


TT,   — 

coa 

{CÜTC^ 

-«r 

TTi- 

—  ma 

(COTT^ 

-  ^r 

wo  a  und  ß  willkürliche  Constanten  sind. 

Aufgabe.     Man  behandle  in   analoger  Weise   die  Gleichungen*) : 

(1)  (l+^^2_^^/)^'^  =  a 

(2)  ax^  +  Iz  —p,  +  f{x^,  1)2)  =  0 . 

§  112. 

ISFatani  giebt  auch  im  Zusammenhange  mit  §  33  an,  welches 
der  erste  Schritt  zur  Ausdehnung  der  vorhergehenden  Me- 
thode auf  die  Integration  eines  Systems  simultaner  partieller 


*)  Dieselben  sind  aus  Natani's  „Die  höhere  Analysis"  (1866)  entnommen, 
in  -welcher  auf  S.  341—353  speciell  von  der  Integration  partieller  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  gehandelt  wird. 

Porsyth,  Theorie  der  Differentialgleichungen.  14 
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Differentialgleicliiiugen    erster    Ordnung   ist.      Dies  wird   ge- 
nügend   deutlich   werden,    wenn    wir    es   an   einem   System  von   zwei 

Grleichungen 

f  =  a,       Mj  =  & 
erläutern. 

Verfahren  wir  dann  wie  im  entsprechenden  Falle  für  die  totale 
Differentialgleichung,  so  finden  wir,  dass  die  Grleichungen,  welche  das 
Hülfssystem  für  die  Grleichung 

n  _'"■  _ 

Ä  I —  ds  +^  PidXij  =  iidf  -\~  ^  aidUi 


=  fidf  -{-  a^du-^  -\-  ^  aidiii 


bilden,  die  Form  annehmen : 


i==2 


-^^^^1  ^  g^  ^f*  +  ä5  ^'^1  ~  ^1  ^^^ 

~^^i  ^10  ^^+ gy^^^i' 

worin  die  beiden  ersten  für  s  =  1,  .  .  .,  m  gelten.     In  diesem  System 
treten    zwei   unabhängige  Yeränderliche    auf,    welche    als    fi    und    «^ 
genommen  werden  können. 
Setzt  man: 

so  führt  die  Elimination  von  dt^^  zu: 

Die  Existenz   dieser  Gleichungen  involvirt  eine  gewisse  Relation 

zwischen  f  und  % ;  denn  es   ist : 

/du^  df_  __  d^  gnA  ^      df_  ^      _■     df  ^ 

\dx^  dp^        dx^  dpj       ^        dx^       ■*    '    dp)^     "* 

und  daher: 

n  71 

^  [du,   df         df  8u,\  ^  ^fdf^        f     ^f  ^     \ 

=  df=o, 
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somit  ist 

'V''  /du^    df  df  du-\  ^ 

eine  nothwendige  Relation*). 

Nehmen  wir  an,  dass  diese  Bedingung  befriedigt  ist,  so  führt 
jede  der  vorhergehenden  Gleichungen  zu  zwei  anderen  und  daher 
bestehen  die  neuen  Hülfsgieichungen  aus  den  unabhängigen  Grlei- 
chungen  der  Systeme 


dl 
dx. 


dp,  \ 

^  0(1 


dp,        ^  dii 


d  X  ^  dcc^ 


dp     '^    1  c«! 


0 


welches  zwei  Systeme  von  Gleichungen  sind.     Alsdann  wird,  wie  im 
§  103,  ein  vollständiges  System   von  Integralen   gegeben    durch  a^, 

u^,  .  .  .,  Un,  -^,...,  —   und  jedes    gemeinsame  Integral  der   beiden 

Systeme  ist  eine  Function  dieser  Integrale. 

Ein  solches  gemeinsames  Integral  sei  d-.    Da  es  dem  ersten  System 
genügt,  so  ist,  wie  oben: 


^  (d&  df 


df  d&' 

dx  dp 


0. 


Nimmt  man  nun  an,  dass  %■  als  Function  des  Systems  %,  u^,  ...,  ^<„, 
.  .  .,  — ^  dargestellt  sei,  so  hat  man: 


d& 
dcc.^ 


-^a^a^      y  d&dp,      do-  dz 

^mi    dxda.,     '    .^/    dp^dcc-,     '      dz   ga. 


~  ^   \dx^^^'    dz)  da,  +  j^    dp    da,' 

denn  in  dem  Hülfssystem  kommt  die  implicite  Gleichung  vor: 


*)  Dieselbe  ist  weder  in  seiner  Abhandlung  noch  in  seinem  Buche  von 
Natani  explicit  angegeben  worden.  Allerdings  bot  sich  demselben  auch  keine 
Gelegenheit  dazu,  da  er  u,  =  b  als  Int  egral  des  ersten  Hülfssystems  betrachtet 
und  die  Wirkung  des  Bekanntseins  eines  solchen  auf  die  Verminderung  der  für 
jenes  Hülfssystem  erforderlichen  Integrationen  untersucht. 

Die  zu  der  vorigen  äquivalente  Relation  in  Bezug  auf  ein  zweites  Integral 
Mj  ist  von  ihm  explicit  gegeben  worden. 

14* 
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und  daher: 


da,  t,  .^    \di\äx^         dp^dxj 


Ist  Q'  ein  Integral  der  verlangten  Differentialgleichung,  so  muss 
dasselbe  von  a,  unabhängig  sein  und  die  rechte  Seite  muss  verschwin- 
den. Verschwindet  die  rechte  Seite  nicht,  so  haben  wir  dieselbe  Reihe 
von  Alternativen  für  das  Hülfssystem  wie  in  §  104  und  mutatis  mu- 
tandis  ist  die  dort  gegebene  Discussion  auch  hier  anwendbar. 

Aufgabe.  Man  integrire  nach  der  Pf  äff 'sehen  Methode  die 
simultanen  Grleichungen 

wo   die  Variable  2  von   drei  Veränderlichen  x^,  x^,  x^   abhängt  und 
Pi:  P2}  Ih  i^i'®  Ableitungen  nach   diesen  drei  Veränderlichen  sind. 
Ebenso  integrire  man  die  Gleichungen: 

Pl  =P2^=P3^^=Pi^^7 

wo  analoge  Bezeichnungen  angewendet  sind.  (Raab.e.) 


8.  Kapitel. 
Methode  von  Clebsch. 


§  113. 

Wir  habeu  in  §  68  bereits  gesehen,  dass  ein  2n  oder  2«  —  1 
Differentialelemente  enthaltender  Ausdruck  auf  einen  Ausdruck  reducirt 
werden  kann,  welcher  nicht  mehr  als  n  solcher  Elemente  enthält, 
dass  aber  bei  jedem  Schritte  der  daselbst  in  Anwendimg  gebrachten 
Reductionsmethode  verschiedene  Alternativen  möglich  sind  und  daher 
jede  so  erhaltene  reducirte  Form  nicht  die  einzige  ihrer  Art  ist. 

Wenn  indessen  eine  reducirte  Form  erhalten  ist,  so  können  alle 
andern  aus  derselben  durch  das  folgende  Verfahren,  welches  eine 
Yerallgemeinerung  jeder  speciellen  Lösung  des  Pf  äff 'sehen  Problems 
bildet,  abgeleitet  werden. 

Die  kleinstmögliche  Anzahl  der  Differentialelemente  in  der  redu- 
cirten  Form  eines  gegebenen  Ausdrucks  sei  m  imd  eine  solche 
Form  sei  dargestellt  durch: 

F,df,  +  F,df,  +  •  •  •  +  F,,df,n, 

worin  zwischen  den  Grössen  F  und  f  keine  identische  Relation  besteht. 
Eine  andere  (und  daher*)  äquivalente)  reducirte  Fornr  sei 

worin    ebenfalls    zwischen    den    Grössen    ^    und    (p    keine    identische 
Relation  besteht.     Dann  ist: 

m  m 

^  Fxdfx=^  ^,nd(p„„ 

und  daher  können  wir,   da  die  Grössen  auf  jeder  Seite   unabhängig 
von  einander  sind,  die  2  m  Grössen  ^  und  tp  als  Functionen  der  2  m 

*)  Vergl.  §  142. 
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unabliängigen    Grrössen  F  und  f  betracliten,    welche    zu    bestimmen 
sind  aus  den  Grleichungen : 


(1) 


^'      ^'  du  ^  ^'  df,  +       ^    '"  1^ 
0— (S^4-0^-J US,    ^* 


'i  =  1,  2,  .  .  .,  m\ 
^i=  1;  2,  .  .  .,  nv 

Werden  die  Coefficienten  ^  aus  dem  zweiten  System  von  Glei- 
chungen eliminirt,  so  ergiebt  sich  das  Resultat: 

Nun  sind  die  ^)^  Grrössen  cp  Functionen  von  F^,  F^,  . . .,  F^,  f^,  .  ■ .,  fm 
und  die  letzte  Gleichung  zeigt ^  dass  aus  den  m  Gleichungen,  welche 
diese  Abhängigkeit  darstellen,  die  m  Grössen  F  eliminirt  werden 
können.     Das  Resultat  ist  daher  von  der  Form: 

(2)  n{(p^,  cp  ,  ...,  q)„„  /;,  f^,  ...,/;,)  =  0. 

Ueberdies  kann  diese  Function  77,  da  die  einzige  zu  erfüllende 
Bedingung  die  durch  die  obige  Jacobi'sche  Functionalgleichung  dar- 
gestellte ist,  vollkommen  willkürlich  genommen  werden. 

In  Gleichung  (2)  kommen  die  Grössen  F  nur  implicit  vor  in- 
folge ihrer  Einführung  durch  die  Grössen  cp.  Demnach  erhalten  wir 
für  jeden  der  Indices  j  =  \,  2,  .  .  .,  m: 

dq>,  dF.^.d<p,  dF.  -r  •••  -r  dcp^^dFj  —  ^^ 

und  hieraus  ergiebt  sich  durch  Vergleichung  mit  dem  zweiten  System 
von  m  Gleichungen  in  (1) : 

(3)  ^'■=^Wr  {r  =  l,2,...,m), 

wo  A  ein  unbestimmter  Factor  ist.  Andererseits  kommen  in  Glei- 
chung (2)  die  Grössen  f  sowohl  implicit  infolge  ihrer  Einführung 
durch  die  Grössen  cp  als  auch  explicit  vor  und  daher  ist: 

dn  dcp^   ■    gJTgy,       _  dn  d%n  ■   ^n  ^ 

Scpi    of.  "^  dcp^   df.   "T    '  ■  ■  "T  gqp^^^  g^.  -r  g^_  — 

Demnach  ergiebt  sich  hieraus  mittels  des  ersten  Systems  von  u/. 
Gleichungen  in  (1): 
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^   df-  ^   df-   ~         ^      "   df- 

_         dn 

Diese  Gleicliuiigen  (2),  (3),  (4)  enthalten  die  angedeutete  Yerall- 
gemeinerung.  Sie  reiclien  aus,  um  die  m  Grössen  cp,  die  m  Grrössen 
$  und  die  (überflüssige)  Grösse  X  durcli  die  gegebeneu  Grössen  F 
imd  f  zu  bestimmen,  und  somit  ist  es  möglich,  aus  einer  gegebenen 
reducirten  Form  UFdf  eine  reducirte  Form  UQdq)  herzuleiten.  Der 
Gang  des  Beweises  zeigt,  dass,  wenn  77  die  allgemeinste  Function  ist, 
welche  möglich  ist,  die  abgeleitete  reducirte  Form  die  allgemeinste 
reducirte  Form,  die  möglich  ist,  darstellt. 

Bezüglich  der  Integralgleichimgen,  welche  die  Lösung  der  Pfaff- 
schen  Gleichung  bilden,  sind  die  Grössen  <p  die  wichtigsten  Elemente. 
Dieselben  sind  bestimmt  durch  die  m  Gleichungen: 

JT=0 

j^dn LlZJ—        _   1  dn 

F;dK-~F;df,  T;,  ä^ 

und  sind  daher  von  der  Form: 

(ö)  <Pi  ^=  ^j(/]7   72;    •  •  •)    Im,    ~w^  y    ^^7    *  '  '?    ~p       /; 

N  Vi  m  in    ' 

WO  ^,-,  eine  willkürliche  Function,  in  ihrer  Form  abhängig  ist  von  77. 
Unter  diesen  willkürlichen  Fimctionen  ^/  darf  offenbar  keine  identische 
Relation  bestehen. 

Es  mag  indessen  bemerkt  werden,  dass,  obwohl  die  Fimctionen 
i\)  im  allgemeinen  Falle  willkürlich  und  durch  keine  identische  Re- 
lation mit  einander  verbunden  sind,  dieselben  doch  sämmtlich  der 
Form  nach  durch  die  einzige  willkürliche  Function  Tl  bestimmt  sind. 
Man  darf  daher  nicht  annehmen,  dass  irgendwelche  m  der  2?w — 1 
Grössen 

/i;  /27    •  •  •;  /™?     V'    ■)    Y   ^   '  '  ">       F 

m  m  iii 

zur  Darstellung  der  m  Grössen  fp  gewählt  werden  können;  irgend 
eine,  oder  irgendwelche  Combination  derselben,  kami  für  eine  der 
Grössen  g?  genommen  werden,  indessen  werden  einige  der  übrig- 
bleibenden 9?  von  der  Form  der  gewählten  Function  abhängig  sein 
und  dies  kann  auch  bei  sämmtlichen  der  Fall  sein. 
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Beispiel  1.  Ein  selir  einfaclier  in  (5)  eingesclilossener  FaU  wird 
durcli  eine  unmittelbare  Transformation  gegeben.     Da 

^  m  m       ■' 

F  _^  F 

-^ Tjt Jm  —  1  ÖS        T^  •  •  •  Jj jfiJ-^Ct   jp 

m  m 

ist^  so  wird  dieser  besondere  Fall  gegeben  durcli 

m 

für  i=  1,  2,  .  .  .,  m  —  1  imd 

<Pm  =  -^  /i  +  ^r-  /2   H~  ■  ■  '  H  ^        fm  —  1  -T  Im- 

m  m  m 

Beispiel  2.  Die  vorher  angenommene  Grleicliung  (2)  ist  die  allge- 
meinste Form,  weil  die  Variationen  der  Grössen  cp  und  f  auf  diese 
Weise  am  wenigsten  beschränkt  sind.  Die  Jacobi'sche  Punctional- 
gleichung,  welche  zu  (2)  führt,  würde  auch  erfüllt  sein  infolge  einer 
Anzahl  von  Beziehungsgleichungen  zwischen  den  9) 's  und  /'s  wie 

indessen  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Lösung,  zu  welcher  diese  führen, 
nur  ein  specieller  Fall  der  bereits  gegebenen  ist. 


§  114. 

Die  Resultate  der  vorhergehenden  Untersuchung  sind: 
Erstens:  Wenn  irgend  eine  aus  der  charakteristischen  Min- 
destzahl von  Integralgleichungen  bestehende  Lösung  der 
Pfaff'schen  Gleichung  gefunden  ist,  so  kann  diese  zur  Er- 
mittelung der  allgemeinsten  Lösung  benutzt  werden;  und 
zweitens:  Die  allgemeinste  Lösung  lässt  sich  aus  jeder  be- 
sonderen Lösung  herleiten.  Denn  wenn  die  Grössen  f[,  .  .  .,  f^ 
bekannt  sind,  so  können  die  Grössen  F^,  R^,  .  .  .,  Fm  unmittelbar  aus 
m  unabhängigen  Gleichungen  von  der  Form 

1  =  1  ^ 

erhalten  werden  und  dies  sind  die  Grössen,  welche  für  die  gesuchte 
Verallgemeinerung  erforderlicli  sind.  Es  reicht  daher  aus,  nur  eine 
specielle  Lösung  zu  kennen,  um  daraus  die  allgemeinste  Lösung  der 
Pfaff'schen  Differentialgleichung  zu  erhalten. 
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§  115. 

An  der  Stelle,  wo  Clebscli  die  Bestimmimg  der  Elemente  irgend 
einer  speciellen  Lösung  betrachtet,  wird  es  nothwendig,  zwischen  zwei 
Fällen  zu  unterscheiden,  je  nachdem  die  Determinante  aus  den  Ele- 
menten üi^j  (wie  sie  bei  der  Pf  äff  sehen  Reduction  vorkommen)  ver- 
schwindet oder  nicht.  Die  beiden  Fälle  sind  dieselben  wie  die,  welche 
bei  jener  Reduction  auftreten. 

Zuerst  möge  der  Fall  betrachtet  werden,  in  welchem  die 
Determinante  entweder  von  Null  verschieden  ist  oder  nur 
infolge  zufällig  befriedigter  Bedingungen  unter  den  Coeffi- 
cienten  verschwindet.  Der  andere  Fall,  in  welchem  die  Determi- 
nante identisch  verschwindet,  soll  später  erörtert  werden. 

Wir  beginnen  mit  einer  keiner  Bedingung  unterliegenden  Diffe- 
rentialgleichung mit  einer  geraden  Anzahl  (2;/)  von  Yeränderlichen. 
Es  wird  eine  reducirte  Form  einer  solchen  Grleichung 

dargestellt  durch: 

F,df,-] \-F,Jf,  =  0. 

Ist  irgend  ein  Ausdruck  von  der  in  §  113  betrachteten  Art  ge- 
funden, so  dass  man  hat: 

—        ff  f     El  ^— A 

(fn  9^n  \fi,   •  •  •)  In,    jp   ,   ■  •  •  ,  —^       /  , 

^  n  n    ' 

SO  erhält  man  mittels  gj,,  =  const.  =  «„  eine  reducirte  Form,  welche 
gegeben  wird  durch 

^yd^)^  H h  ^n-\d^n--^ 

und  zu  9?„  =  a„  associirt  ist.  Ersetzen  wir  irgend  eine  der  Variablen, 
etwa  Xtn-,  durch  ihren  aus  ^n  =  ««  sich  ergebenden  Werth,  so  tritt 
an  die  Stelle  von  Sl  ein  anderer  Ausdruck  Sl'  mit  nicht  mehr  als 
2w  —  1  Variablen,  etwa 

2W  — 1 

^'  =  ^  X-dXi, 

i  =  l 

von  welcher  eine  äquivalente  reducirte  Form  ist: 

n  —  l 

die  nur  n  —  1  Differentialelemente  enthält. 
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Nimmt  man  nun  an,  dass  für  ß'  =  0  die  Variable  irgend  eines 
Diflfereutialelements  einer  äquivalenten  reducirten  Form  in  der  Grestalt 


^ 


,_1  =  Q-n-A(Pi,    (f-^,    .  .  .,    (fn-l,   ^ ;    "  "   ",  ^ ) 


erhalten  werden  kann,  so  dass  eine  zu  d'n—i  =  const.  =  ö^„_i  ge- 
hörige reducirte  Form  gegeben  wird  durch 

so  geht  der  Ausdruck  Sl\  wenn  man  für  irgend  eine  der  Variablen, 
etwa  für  x^n—i,  ihren  aus  d'n—i  =  <^«— i  sich  ergebenden  Werth  ein- 
setzt, über  in  einen  anderen  ß"  mit  nicht  mehr  als  2n  —  2  Va- 
riablen, etwa 

2ra  — 2 

Sl"  =  ^  X-dXi, 

2  =  1 

von  welchem  eine  äquivalente  reducirte  Form 

m— 2 
j  =  l 

ist,  die  nur  n  —  2  Difierentialelemente  enthält. 

Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  muss  man  schliesslich  zu 
einem  Ausdruck  ü('*— i)  mit  nicht  mehr  als  n  -\-  1  Variablen  gelangen, 
der  sich  auf  eine  Form  mit  nur  einem  einzigen  Differentialelement 
z.  B.  auf  die  Form 

W,dt, 

reduciren  lässt.  Alsdami  ist  ein  Integralsystem  der  ursprünglichen 
Gleichung  gegeben  durch 

(fn  =  ein,    ^n  —  1  =  ^n  —  l}    •  ■  •,    Ip^  =  a^  . 

§  116. 

Dies  ist  der  allgemeine  Gang  der  Cleb  seh 'sehen  Ableitung  eines 
speciellen  Integralsystems,  bei  welcher  der  erste  Schritt  die  Herstel- 
lung der  Function  90,^  ist.  Cleb  seh 's  Methode  bestimmt  q),^  als 
Lösung  einer  einzigen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
und  die  Form  dieser  Gleichung  rechtfertigt  den  Schluss  des  §  113 
bezüglich  des  allgemeinen  functionalen  Charakters  von  q)^.  Der  q  -f-1*® 
Schritt  ist  die  Herstellung  der  Function  ^„.—p,  welche  eins  der  Inte- 
grale der  Gleichung  ß(5)  =  0  mit  2  m  —  q  Differentialelementen  ist. 
Dieselbe   wird  nach   der   Cleb  seh 'sehen  Methode   bestimmt  als   eine 


[§  116]  Methode  von  Clebsch.  219 

simultane  Lösung  von  q  -\-  l  partiellen  Differentialgleicliungen,  sämmt- 
lich  von  der  ersten  Ordnung. 

Es  sind  daher  an  erster  Stelle  zwei  einander  älmliclie  Aufgaben 
zu  betrachten.  Bei  der  ersten  der  beiden  hat  ein  Differentialausdruck 
mit  2n  Differentialelementen  zu  seiner  reducirten  Form  einen  Aus- 
druck, welcher  n  Differentialelemente  enthält;  bei  der  letzteren  von 
beiden  hat  ein  Differentialausdruck  mit  2  m  -j-  r  Differentialelementen 
zu  seiner  reducirten  Form  einen  Ausdruck,  der  m  Differentialelemente 
enthält.  Hierbei  ist  nun  die  Entstehungsweise  der  nothwendigen  Be- 
dingungen dafür,  dass  eine  solche  Reduction  möglich  ist,  anzugeben. 

Ferner,  wenn  irgend  eine  Function  cp,^  für  eins  der  Integrale  von 
iJi  ==  0  angenommen  und  mit  Hülfe  dieses  Integrals  die  Anzahl  der 
Veränderlichen  in  Sl  um  eine  Einheit  reducirt  wird,  so  kann  die 
nachfolgende  Transformation  von  fl  zum  Theil  von  der  Form  von  (p,^ 
abhängig  sein;  und  somit  können  auch  die  folgenden  Integrale  von 
dieser  Function  abhängen.  In  der  That  wird  jedes  der  Integrale  im 
Allgemeinen  die  willkürlichen  Constanten  der  anderen  vorher  gefun- 
denen Integrale  enthalten,  so  dass  wir  schreiben  können: 

brt — q  —  §?i  —  q  y^ }  ^nj  0,1  —  1,  .  .  .,  dji — 2_j_iJ  . 

Werden  a„,  a«_i,  .  .  .  durch  gj,^,  O-^—i,  .  .  .  ersetzt,  so  ist  |„_5 
eine  Function  der  Variablen  x  allein  und  die  Form  der  Function  hängt 
im  Allgemeinen  ab  von  den  Formen  aller  Integrale,  welche  vorher 
abgeleitet  sind.  Es  ist  daher  nothwendig,  als  dritte  Aufgabe,  zu 
untersuchen,  welche  Wirkung  dies  auf  die  Form  eines  sol- 
chen Integrals  ausübt;  dasselbe  wird  sich  bestimmen  mit  Hülfe 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 

Diese  drei  Aufgaben  werden  von  Clebsch  in  verschiedene];  Weise 
behandelt.  In  seiner  ersten  Abhandlung*)  werden  die  ersten  beiden 
gelöst  durch  Herstellung  der  einzigen  charakteristischen  Differential- 
gleichung oder  des  Systems  solcher  Gleichungen,  welches  den  beiden 
angegebenen  Aufgaben  entspricht;  und  für  die  dritte  derselben  wird 
die  Transformation  auf  die  simultanen  Gleichungen,  durch  welche 
qp,  O-,  . . . ,  I ,  . . . ,  t^  als  Functionen  der  Variablen  allein  bestimmt  werden, 
durch  eine  ausserordentlich  mühselige  Rechnung  bewerkstelligt.  Die 
Gleichungen,  welche  irgend  eine  Function  |  bestimmen,  hängen  in 
ihrer  Form  ab  von  den  vor  |  in  analoger  Weise  bestimmten  Func- 
tionen.   In  der  zweiten  Abhandlung  von  Clebsch**)  werden  diese  Func- 


*)  Crelle's  J.  Bd.  60  (1862)  S.  193-251. 
**)  Crelle's  J.  Bd.  61  (1863)  S.  146—179. 
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tionen  direct  olme  explicites  Dazwisclientreten  und  vorausgängige 
Bestimmung  der  vorhergelienden  Functionen  erhalten.  Die  Discussion 
der  dritten  Aufgabe  wird  auf  den  allgemeinsten  Fall  einer  keiner  Be- 
dingung unterworfenen  Differentialgleichung  zwischen  einer  geraden 
Anzahl  von  Variablen  beschränkt  j  die  Ausdehnung  auf  eine  bedingte 
Grleichung  wird  nicht  gegeben*). 

§  117. 

Wir  haben  also  erstens  die  Differentialgleichung  zu 
suchen^  welche  von  dem  ersten  der  Integrale  einer  keiner 
Bedingung  unterliegenden  Differentialgleichung  mit  einer 
geraden  Anzahl  von  Variablen  befriedigt  wird. 

Wird  die  Gleichung  in  der  Form  genommen: 

und  ist 

n 

eine  reducirte  Form  derselben,  so  haben  wir  für  i=l,  2^  .  .  .,  2n: 


^  dx,    ^       ^  dx.    '  '  ox. 


und  daher: 


a..=  y  eil  ^A  _  ^IlA\ 

'^j        ^j  \dx.  dx.         dx.  dx.) 
Führt  man  nun  die  'Grössen  y  aus  §  55  ein,  so  ergiebt  sich: 


X:  =  ^  aijljj 


;=1 
und  somit: 


*)  Ein  grosser  Theil  dieser  beiden  Abhandlungen  von  C leb  seh  sowie  eine 
andere  in  Crelle's  J.  Bd.  65  S.  257—268  ist  der  Theorie  der  partiellen  Differen- 
tialgleichungen gewidmet;  die  Arbeiten  sind  daher  nicht  so  ganz  und  gar  auf 
die  Theorie  der  Pf  äff  sehen  Grleichung  beschränkt,  wie  es  z.  B.  die  Entwicke- 
lungen  bei  der  Natani'schen  Methode  sind,  und  ein  grosser  Theil  derselben 
bildet  eine  interessante  Darlegung  der  Eigenschaften  von  Systemen  von  par- 
tiellen Differentialgleichungen.  Wegen  der  eigentlichen  Discussion  dieser  Classen 
von  Gleichungen  nebst  den  von  Mayer  herrührenden  Verbesserungen  vgl. 
§  38—41  in  Kapitel  2. 
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^^4:=^ 


Methode  von  Clebscli. 
^  y^\jiLj  \dx,   dx.        dx.  dxJ] 
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und  diese  Grleiclmiig  gilt  für  i  =  1  ^  2  ^  .  .  . , 


2n 


2n.    Wird 


(r  =  l,2,  ...,n) 


gesetzt,  so  geht  das  eben  erhaltene  Gleichungssystem  über  in: 

r  =  1     ^  ' 

0-  =  l,2,...,2n). 

Dies  ist  somit  ein  System  von  2n  in  den  2n  Grössen  —  -9-  und 
@  linearen    und  homogenen  Gleichungen.    Die   Determinante   V    des 

Systems  ist: 


V  = 


a(a 


0 


und  dieselbe  verschwindet  nicht,    da  die   2«   Grössen  /"  und  F  von 
einander  unabhängig  sind.    Nimmt  man  ferner  V  in  der  Form: 


V  = 


d{x^, 


\n) 


und  multiplicirt  man  beide  Werthe,  so  findet  man: 

0    ,       <^l,2,       Ö5i,3,    . 


V2  = 


«2,1,  0    ,       «2,3? 

<^3,1}       0^3, 2  j  0     7 


so  dass  also  V  die  Pf  äff 'sehe  Function  [1,  2,  .  .  .,  2w]  ist,  die  als 
nicht  verschwindend  vorausgesetzt  wird,  da  die  gegebene  Differential- 
gleichung keinen  Bedingungen  unterliegt. 

Da  die  Determinante  des  Systems  linearer  homogener  Gleichungen 
nicht  Null  ist,  so  folgt,  dass  jede  der  Variablen  gleich  Null  ist; 
somit: 

dx^„ 


(6) 


Q'r 


dF„ 


@,  =  0  =  1/,  ^"  +    2/2 


^K    ,  ,  dF^ 
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n 

welche  gelten  für  r  =  1,2,  .  .  .,  n.    Und  wenn  an  Stelle  von  ^.  Ffjdf^ 

Q  =  l 

n 

als  rediicirte  Form    J^,  ^,,dq)f)  genommen  worden  wäre,  so  würde  das 

erstere  System  von  n  Grleichungen  in  analoger  Weise  befriedigt  werden 
durch  jede  der  Grössen  (p.  Nehmen  wir  also  eine  derselben,  etwa  (pn, 
so  muss  dieselbe  der  Grleichmig  genügen: 

Von  dieser  Grleichung  kennen  wir  nun  bereits  n  Integrale,  näm- 
lich /"j ,  /"g ,  .  .  . ,  fn-  Aus  dem  zweiten  System  von  n  Grleichungen 
aber  erhalten  wir: 

^^  ä^  (^)  +  ^^  älU)  +  •  •  •  +  ^^"4;te)  =  ^' 

für  r  =  1,  2,  .  .  .,  n  —  1,  so  dass  n  —  1  andere  Integrale  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  gegeben  werden  durch 

F  >      w  7      •  ■  ■  7        F      ' 

n  n  n 

Wir  haben  daher  insgesammt  In  —  1  functional  von  einander 
unabhängige  Integrale.  Um  die  allgemeinste  Lösung  von  (7)  herzu- 
stellen, sind  nur  2?^  —  1  functional  von  einander  unabhängige  par- 
ticuläre  Lösungen  nothwendig  und  die  Form  dieser  allgemeinsten 
Lösung  ist  eine  willkürliche  Function  der  2w  —  1  particulären  Lö- 
sungen.   Daher  ist  die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung  (7) 

—       if  f      -^  ^—^ 

'P  'fn  l  / 1  )    ■  ■  •}    In  y      77^    7    •  •  ■  7       F        }  } 

WO  (fn  irgend  eine  willkürliche  Function  bezeichnet. 

Dies  ist  eine  Bestätigung  des  Resultats  in  §  115  und  somit  er- 
giebt  sich  das  Resultat:  Ein  erstes  Integral  der  gegebenen  Dif- 
ferentialgleichung wird  geliefert  durch  irgend  eine  Lösung 
der  Gleichung: 

Hierbei  ist  zu  bemerken:  Erstens,  dass  jedes  Integral  der  ge- 
gebenen Differentialgleichung  dieser  partiellen  Differentialgleichung 
genügen  muss,  dass  aber  kein  auf  das  eine  ursprüngKch  angenom- 
mene Integral  folgende  Integral  durch  diese  Gleichung  vollständig  be- 
stimmt wird;  —  zweitens,  dass  wir  jedes  Integral  des  Systems 
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Vi  ~  y^  ~      ~  y%n'' 

des  Pf  äff 'sehen  Hülfssystems,  als  ein  Integral  der  ursprünglichen  Dif- 
ferentialgleichung nehmen  können  ^  da  dieses  System  das  Hülfssystem 
zur  Bestimmung  der  vollständigen  Lösung  der  partiellen  Diiferential- 
gleichung  ist;  —  drittens,  dass,  auch  wenn  V  (entgegen  der  an- 
fänglichen Voraussetzung)  verschwindet,  dennoch,  falls  nicht  gerade 
sämmtliche  Pf  äff 'sehen  Functionen  von  der  Ordnung  2w  —  2  ver- 
schwinden, die  obige  partielle  Differentialgleichung  (oder  das  Hülfs- 
system) noch  gültig  ist  für  die  Bestimmung  eines  Elementes  cp  (§  62), 
vorausgesetzt,  dass  wir  die  Verhältnisse  der  verschwindenden  Grössen 
y  beibehalten*). 

§  118. 

Gehen    wir   nunmehr    zu    dem  Falle    einer  bedingten  Gleichung 
zwischen  (p  ^=)  2  m  -\-  q  Variablen  über 

ß  =  Xj^dXj^  +  X^dx^  +  •  •  •  +  Xpdxp  =  0, 
deren  reducirte  Form  nur  m  Differentialelemente  enthält  z.  B. 

^  =  F^df\-\ [-F,ndfm, 

so  haben  wir  die  Differentialgleichungen  zu  suchen,  welche 
durch,  das  erste  der  Integrale  von  ü  =  0  befriedigt  werden. 
Wie  in  dem  allgemeinen  vorher  behandelten  Falle  ist  dieses  Integral 

eine  willkürliche  Function  von  /"j ,  .  .  .,  fjn,  -~ ,  .  .  .,  — '"^• 

m  m, 

Alsdann  ist: 


und  wie  vorher: 


=1 


''•^        ^^  \dx,    dx-        dx,  dxj 

Es    seien    X,  ^,  v,  .  .  . ,  6,  .  .  . ,  q    irgend    2m   ganze    Zahlen    der 
Reihe    1,  2,  .  .  .,  2m  -j-  q   und    es    mögen    q  -\-  1    Systeme    von    2m 


*)  Der    einzige   wesentliche  Unterschied  zwischen    diesem  und  dem  allge- 

K 

meinen  Falle  ist  der,  dass  im  gegenwärtigen  Falle  der  Bruch  ^=j-  keine  Verein- 

fachung  weiter  zulässt  ausser  etwa  der  Weghebung  eines  constanten  Factors  aus 
Zähler  und  Nenner,  während  im  allgemeinen  Falle  ein  variabler  Factor  auf  diese 
Weise  fortfällt.     Ygl.  §  62.  • 
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Grössen  y   eingefülirt  werden,    von   denen  das   erste   System   definirt 
wird  durch  die  2  m  Grleicliungen : 


x,= 


2m 

V 


^  (^».iVi 


{?f  =  X,  ^,v,  ...,  q)^ 


während  jedes  der  übrigen  Systeme  definirt  wird  durch  2  m  Gleichungen 
von  der  Form: 

2m 

1  =  1 
{^  =  X,  ^,V,  .  .  .,  q) 

{s  =  l,2,...,q). 
Verfährt  man  wie  in  §  117   und  benutzt  man  das  erste  System 
der  eingeführten  Grössen  y,  so  hat  man: 


dxc 


d- 


2  m 
i=l 


=  2'^--  2'( 

,=1  '■r=l 


dF^  df. 


d X,  8xc 


SiCo.  dx. 


für  jeden  der  Werthe  l,  ^,  v,  .  .  .,  q  von  0-.     Setzt  man: 


2'  '' 


{»'j£)  = 


2m 


V'-dx.)       ^'-       ^'■ 


{r=l,2, 


m), 


so  geht  das  eben  gefundene  Gleichungssystem  über  in: 


^U  K 


für  die  2m  Werthe  %•  =  X,  {i,  v,  .  .  .,  q. 

Dieses  Gleichungssystem  ist  somit  ein  System  von  2w  in  den 
2  m  Variablen  Ä"/-  und  —  |^  linearen  und  homogenen  Gleichungen. 
Wie  vorher  ist  die  Determinante  V  des  Systems  eine  Jacobi'sche 
Determinante  von  der  Form: 

^  (/i  j  •  •  •  j  /»j >  -^  1 )  •  •  •  1  -^m) 
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und  dieselbe  verseil  windet  nicht  ^  weil  die  27n  Grössen  f  und  F  von 
einander  unabliängig  sind;  ihr  Werth  ist,  wie  man  leicht  zeigt,  die 
Pf  äff 'sehe  Function  \_l,  ^,  v,  .  .  . ,  q^  von  der  Ordnung  2m,  welche 
als  nicht  verschwindend  vorausgesetzt  ist,  weil  m  die  kleinste  Anzahl 
von  Differentialelementen  in  einer  reducirten  Form  von  Si  ist. 

Da  die  Determinante  des  Systems  linearer  Gleichungen  nicht  Null 
ist,  so  folgt,  dass  jede  der  Variablen  Null  ist.     Daher: 


(8) 


2  m 


und  diese  gelten  für  r  =  1 ,  2 ,  .  .  . ,  in . 

Aus  dem  zweiten  System  von  Gleichungen  erhalten  wir: 

^'  äl©  +  2'^Ä;  ©  +  ••■  +  y^-ik.  © =° 

(»•=1,2,..  .,  m  -  1) 
und  somit  haben  wir  2  m  —  1  Lösungen  der  Gleichung 

(^)  ^'  a^  +  ^^  ä^  +  •  •  •  +  y^-  ^  =  ^' 

nämlich 

l\7    •  •  •  ■)    Imj      p    }     f'    }    •  ■  •}         h' 

71t  tu  m 

Ferner  kommen  Ableitungen  nach  cC2m-\-i,  X2,n+i,  •  •  •,  ^ivi-vq  in 
dieser  Gleichung  nicht  vor;  somit  ist  die  allgemeinste  Lösung  der 
Gleichung  (9)  eine  willkürliche  Function  von 

ff  f  ^1         -^2  m—  1 

/  1  J    /2?    •  •  •  7    /"O     TT"     7     JP    7    •  •  -7  1,1         7    ^2m  +  l  j    3?2»,-)-2j    •  •  •  7    ^^m  +  q  ■ 

m  in  m 

Benutzen  wir  nun  irgend  ein  anderes  System  von  Hülfsgrössen  y , 
z.  B.  y^ ,  .  .  .,  y^l^y  so  haben  wir  für  s  ==  1 ,  2,  .  .  .,  ^: 

^/    dF^      df,        dF^      du     \_ 

2w 
i  =  l 

^j^i    \.^^  \dx.dxq.      dxc.dx. 
für  jeden  der  2m  Werthe  X,  ^,  v,  .  .  .,  q  von  &•.    Setzt  man: 

Porsyth,  Theorie  der  Differeatialgleichungeii.  15 
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dx, 


=  r 


dF^ 


'Im 

/ = 1  ' 


+ 


2m-{-s 

8F„ 


^U) 


dx. 


2m  +  Ä 


(*■  =  1?  2,  .  ..,  w), 


so  geht  das  eben  gefundene  Gleicliungssystem  über  in: 


V/'n^W    ^^r 


M) 


dF„ 


dxc 


für  die  ^m  Wertbe  A,  ^it,  v^  .  .  .,  q  von  -9'.  Die  Determinante  dieses 
Systems  von  2m  in  den  2m  Variablen  linearen  und  homogenen  Glei- 
chungen verschwindet  nicht;  somit  muss  jede  der  Veränderlichen  Null 


sein,  demnach: 


(10) 


e> = 0 = ,? 


wW 


1 

-0  =  y^^^-i-y 


dF^ 
dx-^ 


2      dx. 


~y  Vi   ;5^   ~r 


+  2/! 


2/; 


2m  dx. 


dfr 


2     Sic, 


-j \-y\ 


2  m 

dF^ 


dx. 


2  »l   dXa 


+ 


2m-\-  s 

dF^ 


dx. 


2m-\-  s 


und  diese  Grleichungen  gelten  für  r=^l,2,  . . .  ,m  und  5  =  1,2, 
Hieraus  erhalten  wir  als  Lösungen  der  Grleichung 


(11) 


Js)    d^  (s)  0^  _ 

^1  dx,  ^  ^2  dx^  ^ 

y  tmy   -^  i 


-\-y. 


dcp 


Is) 

2to  ()x. 


+ 


dq) 


2m  ^^2m-\-s 


0 


die  2m  Grössen  /j,  ■  ■  ■,  fm,  i\,  •  •  -,  F„,,  und  da  Ableitungen  in  Bezug 
auf  X2m  +  i,  0C2m+2f  •  -,  x^m+s-i,  oc^m+s+i ,  ■  •  •;  x^m+q  ^  der  Glei- 
chung (11)  nicht  vorkommen,  so  ist  die  allgemeinste  Lösung  dieser 
Gleichung  eine  willkürliche  Function  von 

/  1  7    •   •   •  7   I  mj    -^  \  j    •   •  •  }    -^TO  j    X'iin-\-l  7    •  •  •  ;    '^2m-\-s  —  1  y   X2m-\-s-\-  1  ;   '  •  •  j   •^2m-\-  q- 

Betrachten  wir  nun  'das  aus  im  Ganzen  g  +  1  Gleichungen  be- 
stehende Aggregat  von  Gleichungen,  welches  aus  den  q  durch  (11) 
dargestellten  Gleichungen  und  der  einzigen  Gleichung  (9)  gebildet 
wird,  nämlich: 


Äcp 


(12) 


Vi 


dtp 
dx^ 


+  2/2    7^-\ f-  2/2 


d(p 


^^1^        ^1    dx,  ^  ^2    gj.^  ^ 


(2)    8qp 


,(2)   0^ 


+  2/f  -^  + 

(2)       ^9 


d(p 


dx^ 


=  0 


m-|-l 


J„CD  =  lf  ^^  -I-  «/  ''  ^:1^  4-  .  .  .  4-  «^^^      "^     -4- 


OCp 


dx. 


=  0 


2m+2 


,(?)   ^qP 


„fo)    ^9 


(3)       ^9 


A  w  =-=  ir'  ^^  4-  w^'^'  ^:^  4-  ...  -I-  t,'-'^'     "^    4-  - 
^59^         ^1    aa^i  ^  ^2    a«;,  ^  ^  ^2m  a^c,^  ^  ( 


?qp 


^a; 


2m-|-2 
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SO  folgt  unmittelbar  aus  dem  Charakter  der  emzelnen  allgemeinen 
Lösungen  einer  jeden  der  Gleichungen^  dass  die  allgemeinste  simul- 
tane Lösung  des  als  simultanes  System  behandelten  Gleichungssystemes 
(12)  eine  willkürliche  Function  von 

r,'        w  F      . 

ff  f  ^   \  -'^2  ™  —  1 

/ 1  ?    /  2  7     •   •   •  ?    /  m  ?     -p      7     ~p~  }     •  •  '  7         p 

111  m  m 

ist. 

Hätten  wir,  anstatt  von  einer  ü  äquivalenten  reducirten  Form 
UFdf  auszugehen,  mit  einer  äquivalenten  reducirten  Form  EOdfp  be- 
gonnen, so  würden  die  vorhergehenden  Gleichungen  durch  die  Elemente 
(p  befriedigt  worden  sein  und  somit  ist  das  allgemeinste  Element, 
welches  in  einer  zu  Sl  äquivalenten  reducirten  Form  vorkommt,  ge- 
geben durch 

(ff  f         -F*!  -Fg  ^  ni—l\ 

ffm  fpin  \J\j  h)    •  '  ■■)    Im  ,    yr  >     ~^  7     •  •  •  7         Jtv'        /  7 

^  m  in  m    ' 

WO  (p,n  irgend  eine  willkürliche  Function  bezeichnet. 

Dies  ist  seinerseits  eine  Bestätigung  des  Resultats  in  §  115,  und 
es  ergiebt  sich,  dass  ein  erstes  Integral  der  keiner  Bedingung 
unterworfenen  Differentialgleichung  durch  irgend  eine  si- 
multane Lösung  des  Systems  (12)  von  simultanen  Gleichungen 
gegeben  wird. 

§  119- 

Hier  sind  nun  verschiedene  Bemerkungen  zu  machen: 
i(l)  Die  Form  der  charakteristischen  Gleichungen,  welche  die 
Elemente  einer  reducirten  Form  bestimmen,  muss  unabhängig  von 
der  Wahl  der  2m  Glieder  A,  ft,  .  .  . ,  ^  aus  der  Reihe  1 ,  2,  .  .  . ,  2m  ■\-  q 
sein,  und  somit  müssen  die  Werthe  der  Coefficienten  dieselben  sein, 
wie  auch  diese  Wahl  gemacht  sei.  Die  Bedingungen,  welche  noth- 
wendig  dafür  sind,  dass  dieses  stattfindet,  sind  die  Bedingungen,  unter 
denen  die  Gleichung  mit  2  m  +  g  Variablen  durch  nur  m  Litegral- 
gleichungen  befriedigt  werden  kann,  und  dieselben  können  ohne  wei- 
tere Schwierigkeit  dargestellt  werden  in  den  Formen,  die  bereits  bei 
der  Discussion  der  Natani 'sehen  Methode  angegeben  wurden  (§  100). 
Sobald  ferner  diese  Bedingungen  explicit  bekannt  sind,  so  reichen  sie 
aus,  um  die  Anzahl  von  Gleichungen  in  dem  Litegralsystem,  durch 
welches  die  gegebene  Differentialgleichung  befriedigt  wird,  anzuzeigen. 

Und  da  in  der  Regel  nicht  sämmtliche  Pf  äff 'sehe  Functionen 
von  der  Ordnung  2m,  wo  m  die  Anzahl  der  Differentialelemente  in 
einer  reducirten  Form  ist,  verschwinden,  so  werden  wir,  wenn  wirklich 

15* 
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einige  der  Pf  äff 'sehen  Functionen  von  dieser  Ordnung  2  in  yerscli  win- 
den sollten,  zunächst  X,  [i,  .  .  .,  q  derart  wählen,  dass  man  eine  von 
Null  verschiedene  Pf  äff 'sehe  Function  [A,  ^,  .  .  .,  q\  erhält.  Das 
erste  System  von  Hülfsgrössen  y  ist  dann,  analog  dem  System  in  §  117; 
jedes  der  übrigen  Systeme  wird,  wie  leicht  zu  sehen,  aus  Quotienten 
Pf  äff 'scher  Functionen  von  der  Ordnung  2m ,  deren  Nenner  [A,  ii,...,  q\ 
ist,  gebildet.     Wenn  z.  B. 

6 

i  —  1 

eine  reducirte  Form  hat,  welche  nur  zwei  Diiferentialelemente  ent- 
hält, und  wenn  wir 

Z,[2,  3]  +  X, [3,  1]  +  X,  [1,  2]  =  [0,  1 ,  2,  3] 

setzen,  dann  sind  die  drei  das  erste  Integral  bestimmenden  Glei- 
chungen, wie  leicht  ersichtlich: 


=  0 


[2,3,4,0]|^+[3,4,0,l]g+[4,0,l,2]g+[0,l,2,3]|^ 
[2,3,4,5]|^+[3,4,5,l]|^+[4,5,l,2]|^+[5,l,2,3j|^+[l,2,3,4]g  =  0 
[2,3,4,6]||  +  [3,4,6,l]g+[4,6,l,2]|^+[6,l,2,3]|f+[l,2,3,4]|^  =  0 

2)  Der  Gang  der  allgemeinen  Reduction  einer  Gleichung  ß  =  0 
ist  folgender:  Nachdem  die  Function  (p  als  simultane  Lösung  des 
Systems  (12)  bestimmt  ist,  wird  dieselbe  benutzt,  um  aus  de^^  ge- 
gebenen Gleichung  eine  der  Variablen  zu  entfernen,  indem  man  setzt: 

cp  =  const. 
Man  erhält  dann   eine  Differentialgleichung  mit   einer  um   eine  Ein- 
heit niedrigeren  Anzahl  von  Variablen,  die  durch  eine  um  eine  Einheit 
niedrigere   Anzahl  von  Gleichungen   integrirbar  ist,   d.  h.  man  erhält 
die  nächst  einfachere  Form  der  bereits  behandelten  Gleichung. 

3)  Jedes  Integral  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  muss 
dem  System  (12)  charakteristischer  simultaner  partieller  Differential- 
gleichungen genügen;  indessen  ist  keius  der  auf  das  anfänglich  an- 
genommene Integral  folgenden  Integrale  durch  das  System  (12)  voll- 
ständig bestimmt.  In  der  That  muss  für  jedes  neue  zu  bestimmende 
Integral  das  (12)  entsprechende  neue  charakteristische  System  con- 
struirt  werden. 

Anmerkung.  Die  Auflösung  der  Gleichungen  (12)  kaim  nach 
der  Jacobi 'sehen  Methode   bewerkstelligt  werden.    Dieselben  bilden 
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ein  vollständiges  System;    es  ist  leicht  zu  zeigen,   dass  die  Jaco bi- 
schen Bedingungen,  welche  dargestellt  werden  können  in  der  Form: 

Ä  ÄiCp  —  ÄiÄ  cp  =  0 
AjAicp  —  AiAjtp  =  0 

sämmtlich  befriedigt  sind. 

Das  Hülfssystem  von  Acp  =  0  führt  zu  2m  —  1  Hülfsgieichungen 
von  der  ersten  Ordnung  oder  zu  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung von  der  Ordnung  2in —  1.  Hat  man  die  allgemeine  Form 
der  der  Grleichung  Aq)  ■■=  0  genügenden  Function  (p  gefunden  und 
wird  dieselbe  in  A^q)  ==  0  substituirt,  so  verwandelt  sich  letztere  in 
eine  neue  Gleichung,  zu  deren  unabhängigen  Variablen 


T\y   '  •  •  ■)  tmj 


F. 


F^''  "  '^      F, 


m  —  1 


und  x^.n^x  genommen  werden  können,  so  dass  also  die  vollständige 
Lösung  von  ^j  99  =  0  abhängig  gemacht  werden  kann  von  der  Inte- 
gration einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  der  2w  —  l*'^"  Ord- 
nung. Und  so  fort  für  jede  der  Gleichungen  in  dem  System  (12); 
es  kann  also  die  vollständige  Lösung  jenes  Systems  die  Integration 
von  q-\-  \  Gleichungen,  jede  von  der  Ordnung  2  w  —  1 ,  erfordern. 

Diese  Methode  würde  also  für  die  vollständige  Bestimmung  des 
allgemeinen  Integralsystems  einer  keiner  Bedingung  unterliegenden 
Differentialgleichung  mit  2??  Variablen  die  Lösung 

1)  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  von  der  Ordnung  2  n  —  1 

2)  zweier  „  Differentialgleichungen  „     „  „        2n — 3 

3)  dreier  „  „  „     „  „        2w— 5 

")  "^on  n         „  „  „      „  „  1 

erfordern  und  jede  dieser  Lösungen  giebt  eins  der  Integrale  des  In- 
tegralsystems. 

Die  analogen  Resultate  für  eine  bedingte  Gleichung  lassen  sich 
ebenfalls  leicht  finden. 

§  120. 

Die  vorhergehenden  Auseinandersetzungen  kann  man  als  die 
erste  Clebsch'sche  Methode  bezeichnen,  augewendet  entweder  auf 
eine  bedingungslose  Gleichung  zwischen  einer  geraden  Anzahl  von 
Variablen  oder  auf  eine  bedingte  Gleichung.  Sie  erfordert  die  Trans- 
formation der  Differentialgleichung  nach  der  Ermittelung  jedes  Inte- 
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grals,  um  das  System  cliarakteristisclier  Grleicliungen  zu  bilden,  wel- 
ciies  das  näclistfolgende  Integral  bestimmt. 

Um  diese  Arbeit  etwas  zu  verringern,  transformirt  Clebscli  in 
seiner  ersten  Abhandlung,  wie  bereits  bemerkt  (§  116),  diese  charak- 
teristischen Grleichungen  derart,  dass  nur  die  Coefficienten  der  ur- 
sprünglichen Differentialgleichung  und  die  bereits  erhaltenen  Integrale, 
nicht  aber  die  Coefficienten  der  durch  jedes  aufeinanderfolgende  In- 
tegral abgeänderten  Differentialgleichung  in  ihnen  vorkommen.  In 
seiner  zweiten  Abhandlung  erhält  er  dieselben  Resultate,  wie  sie 
durch  diese  Transformationen  erhalten  werden,  direct.  Zu  dieser  directen 
Untersuchung,  welche  die  zweite  Methode  von  Clebsch  genannt 
werden  kann,  gehen  wir  jetzt  über. 

§  121.    ■ 

Clebsch's  zweite  Methode  ist  nur  anwendbar  auf  den  Fall 
einer  bedingungslosen  Gleichung  zwischen  einer  geraden  Anzahl  von 
Variablen,  so  dass  eine  reducirte  Form  von 

r  =  l 

(bei  welcher  keine  der  kritischen  Bedingungen  unter  den  Coefficienten 
erfüllt  ist)  dargestellt  wird  durch 

n 

X,  Frdfr. 

i  =  l 

Hierin  sind  die  2n  Grrössen  F  und  f  von  einander  unabhängige 
Functionen  der  2n  unabhängigen  Variablen  x  und  daher  sind  umge- 
kehrt die  2 11  Grössen  x  unabhängige  Functionen  der  Grössen  F  und 
/",  welche  somit,  wenn  es  zweckmässig  erscheint,  als  ein  vollständiges 
System  unabhängiger  Variablen  betrachtet  werden  können. 

Das  Ziel  der  Methode  ist,  die  charakteristischen  Gleichungen  auf- 
zustellen, welche  die  n  Grössen  /"  bestimmen,  ohne  Rücksicht  auf  die 
Wirkung,  welche  die  Benutzung  der  aufeinanderfolgenden  Integrale 
auf  die  ursprüngliche  Gleichung  ausübt;  und  diese  Gleichimgen  werden 
unmittelbar  erhalten  mittels  des  folgenden  Hülfssatzes: 

Es  bezeichne  P  die  nicht  verschwindende  Pfaff'sche 
Function  [1,  2,  ,  .  .,  w]  und  R,j  den  Coefficienten  von  a;j  in 
P,  so  dass 

p     _    gP 
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ist  und  Bjj  sich  von  P^y  (§  59)  nur  durch  den  Factor 
( —  l)^+*'~'^'  unterscheidet.  Alsdann  ist,  wenn  cp  und  ijj  irgend- 
welche Functionen  der  Variablen  x  sind: 

r  =  l  '^  1  =  1    j=l  J 

Formeln,   die  sich  offenbar  auf  die  Transformation  der  un- 
abhängigen Variabein  beziehen. 
Wir  haben  wie  früher: 


uJ        ^j  \Sx.  d  X;        dx.  dxj 

Mit  C;,y  mag  femer  die  entsprechende  Grösse  betrachtet  werden, 
welche  man  erhält,  wenn  man  die  Variableu  x  als  Functionen  von  F 
und  f  betrachtet,  nämlich: 

d X.  d X-        d X.  d x'. 


■^  ^dx.  d X.        d X.  d x\ 


Dann  ist,  wenn  l  und  ^  irgend  zwei  der  Grössen  f  und  JP"  bezeichnen, 
der  Werth  von 

2" 


dl  ^^i 

dx,  d[i' 


gleich  0,  falls  A  und  ^  von  einander  verschieden  sind,  und  gleich  1, 
wenn  sie  einander  gleich  sind.  Auf  Grund  dieser  Relation  kann  man 
leicht  zeigen,  dass 

2n 

^Cijüsj  (s=  1,  2,  ..  .,  2w) 

gleich  Null  ist,  wenn  i  und  s  verschieden  sind,  und  gleich  1,  wenn 
i  und  s  einander  gleich  sind;  und  daher  erhalten  wir. durch  Auf- 
lösung der  2n  sich  so  ergebenden  Gleichungen: 

P^Cij  =  Minor  von  üij  in  P^ 

=  P/^ 

und  daher: 
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,    ._JL   ^-^^\ 
^'^'  —  P  da,^.  —    P      > 

Hiernacli  erlialten  wir  für  die  erste  der  beiden  Transformationen: 
~  ^    ^    ^''^  dx,  ^  -^'  dx, 

2  =  1     ;  =  1  ■?    r=i.  ' 

_'^  "V  'V  y  iT?  Jl-1^  (^     '  '     j 

~~  ^    ^    ^    Z^  Y'dx.dxXdF^df^         dFdf 

i=l     j  =  l     r=l     s  =  l     ^  t         j    ^        s      's  s      's 

Nehmen  wir  jetzt   die   beiden  Glieder   gesondert,  so  ist  der  ty- 
pische Ausdruck  des  ersten: 

df^   dx.  dcp   dx. 

Die  Summe  aller  derjenigen,   welche  dasselbe  r,  s  und  j  haben,  ist: 

d^  dx.    s^  a/;  ^x^ 

und  dieses  ist  Null,  ausser  wenn  r  und  s  einander  gleich  sind.    Dem- 
nach ist  die  Summe 

p   ^y    dx. 

''dx.   dF/ 


Die  Summe  aller  dieser  Glieder,  welche  dasselbe  r  haben,  ist: 

4^  d^d_xj^_      a^ 
^'■:^  dx,  dF~  ^'"  dF'   . 


j  =  l  3 

Demnach  ist  die  Summe  aller  ersten  Glieder 

n 

^  -^'  dF^ 

Der  typische  Ausdruck   der  zweiten  Glieder  in  jener  vierfachen 

Summe  ist: 

aqp    dx.    df^    dx. 


*)  Dieser  Satz  ist  gegeben  von  Briosclii  in  La  teorica  dei  determinanti 
(1854)  S.  60.  Die  Gleichungen,  aus  denen  das  Resultat  erhalten  wird,  rühren 
von  Cauchy  her  (1.  c). 


[§  122]  Methode  von  Clebsch.  233 

die   Summe    aller    derjenigen    Glieder,    welche    dasselbe    r,  s   und  j 
haben,  ist: 

gqp^  a^  \^  g/;  dx. 

und  dies  ist  stets  Null.     Demnach  erhalten  wir: 

(^)  =  1  ^'  J^, 

r  =  l  ^ 

und  hierdurch  ist  der  erste  der  obigen  Hülfssätze  bewiesen. 
Für  den  zweiten  derselben  hat  man: 

2re         2re 

[9^,  ^]  =  ^  Z/  ^  ä^.  ä^ 

2n         2ra 

—  'V  'V  'V /gy  ^^  /^^i  ^^'      ^^^  ^^A1 

~  fk  m  ^x  i^^»  ^^/  ^^^'-  ^^'-    ^^'^  ^^'•'^i 


n 


wodurch  der  zweite  der  obigen  Sätze  bewiesen  ist. 

§  122. 

Nunmehr  kann  die  Ableitung  der  gesuchten  charakteri- 
stischen Gleichungen  ausgeführt  werden.  In  den  eben  be- 
wiesenen Sätzen  sind  den  Functionen  q)  und  ip  keinerlei  Bedingungen 
auferlegt;  wir  können  daher  specielle  Fälle  derselben  erhalten,  wenn 
wir  diese  Functionen  rp  und  ip  einigen  der  Functionen  F  und  f 
gleichsetzen. 

Aus  dem  ersten  Satze  erhält  man: 


(F,)  =  F, 
und  daher: 


©  =  «' 


für  alle  Werthe  von  «'=1,2,. 
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Nacli  dem  zweiten  Satze  hat  man: 

für    alle    Combinationen   von   i   und  j    aus    der   Reihe    1,2, 


[§   122] 


ebenso : 
und 


\_F,,  j;.]  =  0 


wenn  i  und  j  verschieden  sind,  dagegen 

Vfi,  i^]  =  1 

für  jeden  der  n  Werthe  von  i.     Weiter  finden  wir 


■F..      F.  n 


F  '    F 

n  n_ 


wenn  i  und  j  verschieden  sind,  und 


f    — 


0  = 


fi, 


F^ 


für  jeden  der  n  Werthe  von  i. 

Die    einzigen   Gleichungen,   in  denen  die   Grössen   f  allein    vor- 
kommen^ sind  die  n  Gleichungen: 

{fd  =  0 
und  die  -^  n{n  —  1)  Gleichungen 

imd  daher  ergiebt  sich  das  Resultat: 

Die  n  simultanen  Integrale  der  bedingungslosen  Diffe- 
rentialgleichung 

i  =1 

genügen  den  n  partiellen  Differentialgleichungen: 

(13)  («  =  2'2^^'^^<a^  =  o 

2=1       j  =  l  3 

(m  =  1,  2,  ..  .,  n), 
und  den  -^n(n  —  1)  partiellen  Differentialgleichungen: 

(13)        [fo  /;,]  =  2  2  -^ 


\j    ^fl    ^fm   _  Q 


P     Sic.   Sa?. 
1   j=l  '       ^ 


(l^  m  =  1,  2,  .  .  .,  n). 
Ferner  zeigen  die  übrigen  vorher  noch  abgeleiteten  Relationen,  dass 
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diese  Grleichungen  befriedigt  werden^  wenn  irgend  eine  der  Grössen 
fm  durch  irgend  eine   der  Grössen  -^   ersetzt  wird,  und  daraus  fol- 

n 

gern  wir  in  Verbindung  mit  der  Beweisführung  in  §  113,  dass  diese 
Differentialgleichungen  nothwendig  und  hinreichend  sind 
zur  Bestimmung  der  Functionen  f. 


§  123. 
Aus  der  Yergleichung  mit  §  59  ersieht  mau,  dass 

2^ 


V  ^u  X, 


=1 


gleich  —  yi  ist,  und  daher  ist  die  Gleichung  ((p)  =  0  die  nämliche  wie 

2n 

d.  h.  die  nämliche  wie  die  Gleichung  (7),  welche  bei  der  ersten  Me- 
thode von  Clebsch  vorkommt. 

Ferner   mag    bemerkt    werden    (obwohl    diese    Bemerkung    von 

Clebsch  nicht   gemacht  wurde),   dass  der  Factor  -^  aus   allen   den 

Gleichungen  (g?)  =  0,  [9?,  t/^]  =  0  auch  in  dem  Falle,  wo  P  ver- 
schwindet, weggehoben  werden  kann,  vorausgesetzt,  dass  nicht 
sämmtliche  Pf  äff 'sehe  Functionen  von  der  Ordnunsr  2n  —  2  ver- 
schwinden  und  keine  der  charakteristischen  Gleichungen  bei  irgend 
einem  Schritte  illusorisch  wird.  Diese  Behauptung  kann  durch  die 
in  §  &2  bei  einer  analogen  Frage  angewendete  Methode*)  erwiesen 
werden.  Hiernach  ist  die  zweite  Methode  von  Clebsch  auf  eine 
Gleichung  mit  2n  Variablen  auch  dann  noch  anwendbar, 
wenn  die  Pfaff'sche  Function  sämmtlicher  Coefficienten  ver- 
schwindet,   vorausgesetzt    dass    die   Pfaff'schen   Functionen 


*)  Die  Methode  ist  jedoch  nicht  anwendbar  im  Falle  einer  Gleichung  mit 
einer  ungeraden  Anzahl  von  Veränderlichen;  denn  es  kann  keine  Modification 
der  Coefficienten  einen  Erfolg  haben,  da  die  Pfaff'sche  Function  ungerader 
Ordnung  nothwendig  identisch  Null  ist.  Daher  ist  die  gegenwärtige  Form  der 
Methode  nicht  anwendbar  auf  eine  ungerade  Anzahl  von  Variablen  und  eine 
Ausdehnung  dieser  Methode  auf  derartige  Gleichungen,  sowie  auf  bedingte 
Gleichungen  mit  einer  geraden  Anzahl  von  Variablen,  ist  von  Clebsch  nicht 
gegeben  worden. 
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der  nächst  niedrigeren  Ordnung  2n  —  2  nicht  sämmtlich 
verschwinden  und  keine  charakteristische  Gleichung  bei 
irgend  einem  Schritte  illusorisch  wird. 

§  124 

Die  Lösung  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  iß  =  0  hängt 
dann  nach  dieser  Methode  ab  von  der  Integration  eines  Systems  (13) 
von  simultanen  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung. Um  das  erste  Glied  des  die  gesuchte  Lösung  bildenden 
Litegralsystems,  z.  B.  /"j,  zu  erhalten,  nehmen  wir  irgend  ein  Litegral 
der  Gleichung 

oder  des  zugehörigen  Hülfssystems. 

Um  das  zweite  Glied  der  Lösung/ z.  B.  /"g,  zu  bestimmen,  nehmen 
wir  ein  gemeinschaftliches  von  /j  verschiedenes  Litegral  der  beiden 
Gleichungen 

(9')  =  0,         [/;,  9^1  =  0. 

Um  das  dritte  Glied  der  Lösung,  z.  B.  f.^,  zu  bestimmen,  nehmen 
wir  ein  gemeinschaftliches  von  f^  und  f^  verschiedenes  und  durch 
letztere  nicht  darstellbares  Integral  der  drei  Gleichungen: 

(9)  =  0,     [f„  g)]  =  0,     [/„  cp-]  =  0 
und  so  weiter. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  jedes  der  so  erhaltenen  Glieder  eine 
Function  der  Variablen  allein  ist,  dass  ferner  die  Form  jedes  Gliedes 
abhängt  von  allen  vorher  erhaltenen  Gliedern  des  gesuchten  Integral- 
systems, und  dass  die  Art  und  Weise,  in  welcher  die  Wirkung  dieser 
vorher  erhaltenen  Glieder  zu  Tage  tritt,  durch  die  Form  des  bestim- 
menden Systems  von  simultanen  Gleichungen  angezeigt  wird.  Hier- 
durch sind  die  zweite  und  dritte  Aufgabe  des  §  116  gelöst. 

§  125. 

Die  Lösung  des  Systems  simultaner  partieller  Differentialglei- 
chungen, durch  welches  jedes  Glied  des  Integralsystems  bestimmt 
wird,  kann  nach  der  May  er 'sehen  Theorie  solcher  Gleichungssysteme*) 
geschehen.  Wir  wollen  hier  nicht  in  die  Einzelheiten  einer  solchen 
Lösung  eintreten,  da  die  bezüglichen  Entwickelungen  weniger  zur 
Theorie  der  Pf  äff 'sehen  Gleichung  als  zur  Theorie  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen gehören.    Es  dürfte  jedoch  zweckmässig  sein,  hier 

*)  Vergl.  Anmerk.  zu  §  116,  S.  220. 
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zwei  auf  die  vorliegenden  Systeme  beziigliclie  Resultate 
anzuf Uhren  ^   deren  Beweis  nicht  schwierig  ist. 

Erstens:  Welches  auch  die  Werthe  von  irgend  drei  Functionen 
g)j  il^,  %  der  Variablen  sein  mögen,  die  Relationen 

[[^;  t],  x]  +  [[t,  %],  (p]  +  [[%,  cp],  ^]  =  0 

l(cp),  ^]  +  [<p,  (^)]  +  [t/;,  cp-]  =  ([gp,  tj) 
sind  stets  identisch  erfüllt.  Den  einfachsten  Beweis  für  diese  Formeln 
erhält  man,  wenn  man  sämmtliche  Grössen  als  Functionen  von  F 
und  f  betrachtet.  ISTun  muss  man  bei  der  Bestimmung  jedes  der 
Griieder  des  Integralsystems  in  jedem  Falle  mit  einer  functional  ne\ieri 
Lösung  der  Grleichung  (cp)  =  0  beginnen,  und  für  diesen  Zweck  sind 
die  folgenden  Resultate,  "Reiche  sich  aus  den  vorstehenden  identischen 
Relationen  leicht  herleiten  lassen,  vortheilhaft. 

1)  Wenn  g)  und  ifj  zwei  functional  von  einander  verschiedene 
Lösungen  von  (9))  =  0  sind,  dann  sind 

[qp,  ipy  [cp,  1/)]^ 

zwei  andere  Lösungen.  Dieselben  können  indessen  auch  illusorisch 
oder  durch  g)  und  j^  ausdrückbar  sein. 

2)  Wenn  q),  il^,  %  drei  functional  von  einander  verschiedene 
Lösungen  von  (9?)  =  0  sind,  so  ist  jede  der  Grössen 

[y»  '^1     bP,  xl     ix,  yl 

[^,  zl '   [z,  9] '  [9,  '<P'] 
ebenfalls    eine  Lösung,   so   dass  also,   falls   sie   nicht   illusorisch   oder 
als  Functionen  von  cp,  il),  %   darstellbar  sind,    dadurch    drei    weitere 
Lösungen  gegeben  sind. 

3)  Wenn  in  der  Gleichung  [gp,  /]  =  0  cp  die  unbekannte  Grösse 
ist  und  f  als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  so  ist  aus  zwei  Lösungen 
ip  und  %  eine  dritte  ausdrückbar  in  der  Form 

falls  dieselbe  nicht  illusorisch  odel-  von  r/;  und  %  functional  abhängig  ist. 
Zweitens:    Das  System  simultaner  Gleichungen,  welches  /;  be- 
stimmt, ist : 

(9')  =  o,    vn,^>^  =  o,   [/,,  9>]  =  o,  ...,    [/;_!,  g,]  =  o. 

Clebsch  ersetzt  diese  Gleichungen  durch  eine  lineare  Combination 
derselben,  welche  ein  äquivalentes  System  bildet  und  wie  folgt 
construirt  ist.  Nach  Einführung  eines  Systems  von  Functionen 
ßj,  ßg;  •  •  •;  ^1  werden  die  Gleichungen  gebildet: 
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(qp)  =  (Sl,Xcp\  +  (^.2)(9^l  +  •■■  +  (ß/)(9> 

[fr,  CP]    =-    [fr,  ßj(qp).    +   Vfr,  ß,]  C?').   +   ---   +   [fn  ß-K^').-, 

wo  r  =  1,  2,  .  .  .,  i  —  1  ist.  Die  einzige  Bescliränkmig  der  Func- 
tionen iß^  welche  sonst  beliebig  gewählt  werden  können,  ist  die,  dass 
die  Determinante  auf  der  rechten  Seite  nicht  verschwindet.  Alsdann 
kann  das  erste  System  ersetzt  werden  durch : 

Das  neue  System  genügt  der  Bedingung : 

(icp)iy  =  {{(p%)x 
und  ist  daher  ein  vollständiges  Jacob i'sches  System  (§  38). 

Beispiel.      Zur   Erläuterung    der    Clebsch'schen   Methoden    be- 
trachten wir  die  Grleichung: 

00 A  Oj  00-t      r"  2j  OC-t  et  00^  "~j      OCn  et  U/o  "t     ^  OOo  Ct  OC*   -■  —  K)  , 

Es  ist: 

^3,4  =   [1,    ^^  =  —  ^,       -^4,2  =  [1;    3]  =  0,        i?2,3  =   [1;   4]  =  1 

^1,2  =  [3;  4]  =  -  2,     i?i,3  =  [4,  2]  =  0,     J^,,4  =  [2,  3]  =  - 1 

und 

[1,2,  3,  4]  =  3, 

so  dass  also  die  Pf  äff  sehe  Function  nicht  verschwindet  und  aus  den 
Gleichungen  weggelassen  werden  kann.  Die  erste  jener  charakte- 
ristischen Gleichungen  (fp)  =  0  ist : 

+  {2x,  +  4^3)  1^  -  (^.  +  2.^.)  g  =  0. 
Hülfsgieichungen  sind : 

(aJ  Ob-t  ~~~~     (Jv  Ji/i)  t/    JÜn  (A/  tXj*  -J    f^ 

AXj^-\-2x^         2x^-\-x^         2a3i+4Ä3         x^-{-2x2'' 
und  die  erforderlichen  drei  unabhängigen  besonderen  Integrale  werden 
erhalten  durch  die  Elimination  von  &  zwischen  den  Grleichungen 

tX/H      "~j         OOo     " '^     j3.  ß  .  tA/i)  JO^ J-J  (y        . 

tA/-t  Juo    •  ■  '  ' "    -D  V  m  tX/a        I        *Xa       '  \~y  O  • 

Wir  können  daher  als  ein  Integral  von  (g?)  =  0  und  demgemäss 
als  erstes  Integral  der  gegebenen  Differentialgleichung  nehmen: 

f:^  =  f  =  (x.,-]-  ,tJ  (x,^  —  x^y. 

Clebsch's   erste  Methode  würde   nun  die  Elimination  z.  B.  von 
x^  und  dx^  aus  der  ursprünglichen  Differentialgleichung  mittels  ihres 
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ersten  Integrals  f->^o.  erfordern  und  dann  einen  integrablen  Aus- 
druck ergeben.  Anstatt  diese  Methode  zu  benutzen,  nelimen  wir  die 
zweite  Methode,  welche  für  die  Herleitung  eines  zweiten  Integrals 
eine  Ton  ip  verschiedene  simultane  Lösung  von 

erfordert.  Nehmen  wir  die  zweite  Gleichung,  substituiren  darin  für 
ip  seinen  Werth  und  vereinfachen  sie  durch  Abwerfung  überflüssiger 
Factoren,  so  nimmt  sie  die  Form  an : 

gy  c^ -, 

Wir  müssen  nun  eine  gemeinschaftliche  von  t/>  verschiedene  Lösung 
dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  (9?)  =  0  suchen. 

Wir  verfahren  folgendermassen.    Die  Hülfsgieichungen  der  neuen 
partiellen  Differentialgleichung  sind: 

x.j.  0  —  a-^  (T' 

und  die  drei  unabhängigen  Integrale  hiervon  sind: 

Demnach  ist  die  allgemeinste  Lösung  der  neuen  Gleichung 

(p  =  f(X2,  x^,  u), 
wo  f  irgend  welche  functionale  Verbindung  bezeichnet.    Wir  müssen 
nun  finden,  welche  Form  von  f  der  Gleichung  (9)  ==  0  genügt.    Sub- 
stituirt  man,  so  erhält  man  nach  geringer  Reduction: 

(9.)  =  ^u^-  {2x,  +  x,)§£-  {x,  +  2x,)  g  =  0, 

eine  Gleichung,  in  welcher  sämmtliche  Coefficienten  ausgedrückt  sind 
durch  x.^,  x^,  u.  (Dies  Resultat  war  zu  erwarten,  da  (cp)  =  0  und 
[cpj  i/>]  =  0  den  Jacobi 'sehen  Bedingungen  genügen.)  Die  Hülfs- 
gleichungen  für  die  neue  Form  von  (90)  =  0  sind: 

du  dx^        dx^ 

—  3  m         2  «4  +  *2  ^4  -f"  2  a?2 

dx^  -\-  dx^  dx^  —  dx^ 

und  hiervon  sind  zwei  unabhängige  Integrale : 

U  \X<^  -\-  X^J  ,       (^X2  -J-  X^J {X2  X^J   . 

Das  zweite  derselben  ist  identisch  mit  t/;,  das,  wie  man  erwarten 
durfte,  zugleich  eine  gemeinschaftliche  Lösung  von  (cp)  ==  0  und 
\SPj  ^]  =  0  ist.     Hiernach  ist   qp  nur   eine  Function  von  {x^  +  x^u 
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und  demnacli  können  wir  als  ein  System  zweier  Integrale  der  gegebenen 
Differentialgleichung  nehmen : 

/l  =  (■^2   ~r  ^i)\^i.^i,  ~T  ^2-^d) 
/ 2  =  {X.2  -f-  X^)  {X2  ■        X^J    . 

Die  entsprechenden  Werthe  von  F^  und  F^  sind: 

1 


F. 


X.>    +    ^4 


(«2    +    ''«4)  (^2    —   «=4)' 

Nehmen  wir  als  erstes  Integral 

g.^  ==  -ip  =  {x,  ^  Xo^{x,  —  X^y 
und  verfahren  in  analoger  Weise,  so  finden  wir : 

[l\  ""^^  y^\  ~r  -^3  j      v^i  ^2  "r  »^a  '^a)  j 
die  zusammen  also  ein  zweites  System  von  Lösungen  geben.    Es  ist, 
in  Bestätigung  von  §  113,  leicht  zu  zeigen,  dass 
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^1         ^/,  +  2/, 
Nehmen  wir  als  erstes  Integral 

^>2  =  ^  =  (^1  +  ^3)  (^2  +  3c^y 

und  verfahren  in  analoger  Weise,  so  finden  wir: 
/ij  =  [x^       x^y  [x^       Xo^)     , 
die  zusammen  noch  ein  anderes  System  von  Lösungen  geben;  und  es 
ist,  ebenfalls  in  Bestätigung  von  §  113: 

,     h,  =  kf,  +  2/; 

§  126. 

Wir  gehen  nun  zur  Betrachtung  derjenigen  Gleichungen 
über,  welche  durch  keine  der  beiden  vorhergehenden  Me- 
thoden behandelt  werden  können.  Ein  sehr  häufig  vorkommen- 
der Fall  ist  der,  dass  eine  bedingungslose  Gleichung  mit  einer  mige- 
raden  Anzahl  von  Variablen  gegeben  ist,  deren  Pf  äff 'sehe  Function 
noth wendig  verschwindet.  Andere  Fälle  sind  die  in  §  119  erwähnten 
Ausnahmen,  bei  denen  sämmtliche  Pf  äff 'sehen  Functionen  von  einer 
gegebenen  Ordnung  verschwinden,  aber  nicht  diejenigen  der  nächst 
niedrigeren  Ordnung. 
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Nelimeu  wir  an,  class  die  Grleichung 

p 

eine  reducirte  Form 

Fdf+F,df,  +  ■■■  +  F„4f,n 
habe  und  dass  keine  äquivalente  Form  mit  einer  geringeren  Anzahl 
von  Differeutialelementeu  denn  m  -\-  1  gefunden  werden  könne,  so 
ist  der  häufigste  Fall  der,  dass  jp  =  2m  -f-  1  und  für  alle  andern 
Fälle  p  >  2  (in  +1)  ist.  Und  in  allen  Fällen  verschwindet  die  Pfaff- 
sche  Function  der  gegebenen  Differentialgleichung  Sl  =  0 . 

Ist  erstens  p  =  2m  -{-  1,  so  giebt  es  2m  -f-  2  Functionen  f  und 
F  von  nur  2m  -\-  1  Variablen;  denmach  muss  zwischen  diesen  Func- 
tionen eine  und  im  Falle  einer  bedingungslosen  Gleichung  nur  eine 
Relation  bestehen.  Wenn  aber  irgend  einer  der  Coefficienten,  etwa 
F,  eine  Constante  ist,  die  dann  gleich  1  genommen  werden  kann,  so 
besteht  keine  solche  Relation  zwischen  den  m  Coefficienten  F^,  . . .,  Fm 
und  den  m  -\-  1  Functionen  /",/",,  .  .  .,  fm  der  Differentialelemente. 

In    allen    andern   Fällen    verschwinden    sämmtliche   Pf  äff 'sehen 

Functionen  von  der   Ordnung   2  m  +  2.     Nun    ist    das   Quadrat    der 

Determinante : 

d(f,f,,...,f^,F,  F„  ...,  JF,^) 

WO  a,  /3,  .  .  .,  T  irgend  welche  2m  +  2  Zahlen  aus  der  Reihe 
1,  2,  .  .  .,  j3  sind,  das  Quadrat  der  Pf  äff 'sehen  Function  [cc,  j3,  . . .,  t], 
welche  von  der  Ordnung  2  m  -j-  2  ist  und  nach  Voraussetzung  ver- 
schwindet, und  daher  ist  jede  der  vorstehenden  Determinanten  für 
jede  Wahl  von  2m  -f-  2  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  ■  ■  ■,  p  gleich 
Null.    Demnach  muss  eine  Functionalbeziehung  zwischen  den  Grössen 

bestehen.  Nach  Voraussetzung  aber  verschwinden  nicht  sämmtliche 
Pf  äff 'sehen  Functionen  von  der  Ordnung  2  m  und  daher  können  nicht 
sämmtliche  Minoren  der  vorstehenden  Determinante  verschwinden; 
somit  giebt  es  nicht  zwei  (oder  mehr)  Relationen  zwischen  den 
Grössen  f  und  F*),  d.  h.  es  besteht  nur  eine  einzige  Functional- 
beziehung. 


*)  Gäbe  es  z.  B.  zwei  Relationen,   so  könnte  F  und  f  durcli  /j,  .  .  .,  f^ 
F^,  .  .  .,  F     ausgedrückt  werden  und   daher  könnte  die  reducirte  Form  derart 
transformirt  werden,   dass   sie  nur  2m  Variablen  enthält  und  daher  auf  nur  m 
Glieder  zurückführbar  wäre,  was  im  Widerspruch  mit  der  Voraussetzung  steht. 
Forsyth,  Theorie  der  Differentialgleichungen.  16 
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[§  1271 


-  Wenn  indessen  irgend  einer  der  Coefficienten,  etwa  F,  gleich  1 
ist,  so  ist  die  Bedingung ,  dass  die  Determinante  verschwinden  soll, 
erfüllt  und  dann  besteht  keine  Relation. 

Daher  ist  in  jedem  Falle  die   reducirte  Form  entweder  von  der 
Grestalt : 

m 

'^Fdfi 

mit  einer  einzigen  identischen  Relation  unter  den  Grössen  f  und  F, 
oder  sie  ist  von  der  Gestalt: 


df-i-^  Fidfi 


§  127. 

Hat  man  auf  irgend  welche  Weise  eine  specielle  reducirte  Form 
gefunden,   so  kann  dieselbe  folgendermassen  verallgemeinert  werden. 

Es  sei 

Fdf -{-  F^df,   -i i-Frr^dfm 

eine  solche  Form  mit  einer  einzigen  Functionalbeziehung  zwischen 
den  Grössen,  z.  B. 

-T    =    H:*  (^ /,/,,..  .,    Im-,    -t! n    •  •   ■}   •-fm)- 

Die  andere  Form  wird  sich  im  Laufe  der  Verallgemeinerung  ergeben. 
Die  allgemeinste  reducirte  Form  sei 

0d(p  +    ^idcp^-i \-   ^md(p,n 

nebst  einer  entsprechenden  Functionalrelation.  Nimmt  mau  dann 
f,  f\,  •  •  -,  fm,  F^,  ■  ■  ■,  Fm,  X2>n+2,  •  ■  •  Xp  als  Unabhängige  Variablen, 
so  hat  man: 

F 


df  ^       ^    df  ^         ^ 


^,       ^  df,  ^  ^^  dfi  ^ 


+  0„ 


df 


0  =  l,2,...,m) 
(r  =  l,2,  ...,m) 

(s  =  2m  +  2,  ...,jp). 


'-*  —  ^  gJF   +  ®i  dF^  ^  +  ^"'  dF. 


^  1^     .     0,  1^  J h   ^m  — 
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Eliminirt  man  aus  dem  letzten  System  von  m  -\-  (j)  —  2  m  —  1) 
Gleichungen  die  Verhältnisse  ^  :  O^  :  •  -  ■  :  Q^,  so  erhält  man  eine 
Anzahl  verschwindender  Jacobi'scher  Determinanten^  aus  denen  folgt^ 
dass  eine  Functionalbeziehung 

n(f,  fi,    ■■■,  fnn    9^;    ^ij    ■  ■  •;    9^'")  =  ^ 
existirt^  wobei  11  eine  völlig   willkürliche  Function  ist.     Dann  folgt^ 
wie  in  §  113 : 

Werden  diese  nach  den  Grössen  g),  (p^,  .  .  .,  cp,,,,  den  Elementen  der 
verallgemeinerten  Lösung,  aufgelöst,  so  sieht  man,  dass  jedes  dieser 
Elemente  eine  Function  der  Grössen  f  und  F  ist,  und  analog  in 
Bezug  auf  die  Coefficienten  0.  Da  II  willkürlich  ist,  so  ist  jede 
dieser  Functionen  wiUkürhch,  indessen  ist  die  Form  aller  dieser  will- 
kürlichen Functionen  durch  diejenige  von  II  bestimmt  und  dieselben 
sind  nicht  von  einander  unabhängig.  Die  Form  "irgend  einer  von 
ihnen  kann  willkürlich  angenommen  werden  ■ —  wodurch  dann  um- 
gekehrt die  Form  von  77  bestimmt  ist  — ■  mid  alsdann  sind  die  Formen 
aller  andern  mitbestimmt. 

Dies  ist  die  Verallgemeinerung  der  angenommenen  Form;  da  sie 
die  allgemeinste  Form  ist,  so  schliesst  sie  nothwendig  die  einfachste 
als  speciellen  Fall  ein.  Da,  wie  eben  dargelegt  wurde,  eine  der 
Functionen  willkürlich  angenommen  werden  kann  und  die  übrigen 
alsdann  bestimmt  sind,  so  nimmt  Clebsch  zur  Definition  der  ein- 
fachsten reducirten  Form  an,  dass  der  Coefficient  eine«  der 
Differentialelemente  gleich  1  sein  soll.  Daher  ist  die  reducirte 
Normalform: 

df-i-  F,df,  +  F,df,  +  •  •  •  +  FmdU, 

wo  nun  zwischen  den  Grössen  f  und  F  keine  Relation  mehr  besteht. 
Wenn  eine  solche  specielle  reducirte .  Form  gefunden  ist,  so  ist  die 
natürliche  Verallgemeinerung  auf  eine   andere  reducirte  Normalform: 

dcp  +    ^i^gPj   -f    02C?^2   H 1-    Qrndcpm, 

welches  die  allgemeinst  mögliche  ist. 

Die  vorhergehende  Untersuchung  ist  auf  diesen  Fall  anwendbar, 
so  dass  wir  an  erster  Stelle  eine  willkürliche  Functionalbeziehunsf 

o 
n{f,    fy,     .    .-,    f,„,     (P,     (Pn     .    •    •;     (Pm)   =   0 
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zwischen   den  Elementen   der  beiden  Lösungen  haben.     Da  indessen 
F  und  ^  beide  gleich  1   sind,  so  ist : 

A  — =1  =  — A^ 
ccp  df 

und  daher: 

d(p  ^    df  ' 

so   dass  f  und   cp   in   11  nur  in   der  Verbindung   q)  —  f  vorkommen 
können.     Setzt  man: 

so  ist   die   willkürliche  Functionalbeziehung  zwischen  den  Elementen 
der  beiden  Lösungen: 

n(fu    .  .  .,    f,n,    ^,    fpi,    ■  ■  ■,    (Pn?)  =  0 

und  wenn  A  der  reciproke  Werth  von  -^  ist,  so  hat  man: 

Fi=—X^        {i  =  l,  2,  ...,  m). 

Diese  Gleichungen  enthalten  die  normale  Verallgemeinerung 
irgend  einer  besonderen  reducirten  Normalform. 


§  128. 

Werden  diese  Grleichungen  aufgelöst,  so  geben  sie  jede  der  Grrössen 
d',  q)^,  .  .  .,  cpn  als  Function  von  f^,  .  .  .,ffr,,  F^,  .  .  .,  F„,.  Die  Formen 
dieser  Functionen  sind  abhängig  von  der  Form  von  U  und  daher  ist 
jede  Function  willkürlich  aber  nicht  unabhängig  von  den  andern. 
Betrachten  wir  daher  nur  eins  der  Elemente  der  verallgemeinerten 
Lösung  mit  der  Absicht,  dasselbe  als  Litegral  zu  nehmen,  so  folgt, 
dass  das  allgemeinste  erste  Integral  einer  Differentialglei- 
chung mit  einer  reducirten  Form 

df+  F^df\  +  F,df,  +  •  •  •  +  F,ndfm 
gegeben  wird  durch 

wo  q)m  eine  willkürliche  Function  ist. 

Der  allgemeine  Grang  der  Ableitung  der  aufeinanderfolgenden 
Litegrale  ist  ähnlich  dem  in  dem  früheren  Falle  (§  115).  Mit  Hülfe 
des  Integrals   g),n  ==  am   kann  die  Differentialgleichung    in   eine  Glei- 
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chimg  mit  uur  p  —  1  Variablen  transformirt  werden,  welche  eine 
reducirte  Normalform 

clcp  +  ^^(?9),  -f  •  •  ■  +  0m-idq)m-i 

besitzt.  Da  die  neuen  Coefficienteu  der  Differentialgleichung  in  ihrer 
Form  von  der  angenommenen  Form  der  Function  9?,,,  abhängen  (oder 
anders,  da  die  übrigen  Functionen  q),  q)^,  .  .  .,  q)m—i  von  der  Form 
von  (p,n  abhängen),  so  folgt,  dass  die  übrigen  Integrale  in  ihrer 
Form  in  analoger  Weise  beeinflusst  werden.  Somit  hat  wie  im 
früheren  Falle  jedes  Integral  Einfluss  auf  die  Form  aller  nachfolgend 
bestimmten  Integrale. 

Die  neue  Gleichung  mit  der  zugehörigen  neuen  reducirten  Form 
ist  nach  der  bereits  discutirten  Gleichung  in  Bezug  auf  die  Behand- 
lung die  nächst  einfachere;  wir  erhalten  ein  zweites  Integral  der  ge- 
gebenen Differentialgleichung  in  der  Form: 

Avo  t/^„,  — 1  eine  willkürliche  Function  ist.  Alsdann  lässt  sich  mit 
Hülfe  des  Integrals  i^,„_i  =  ««— 1  die  Differentialgleichung  in  eine 
andere  mit  nur  2^  —  ^  Variablen  transformiren,  von  welcher 

dxlJ  +    W,d7{j,   +    W,dt2  -i +    ^m-2dtm-2 

eine  reducirte  Normalform  ist.  Und  so  geht  es  weiter,  bis  man  eine 
Differentialgleichung  mit  p  —  m  Variablen  erhält,  welche 

dx 
zur  reducirten  Normalform  hat,  d.  h.  bis  man  eine  Gleichung  erhält, 
die  exact  ist.     Alsdann  bilden 

(pm  =  O-nn       i^m~l   =  a,n-l,    ■  •   ■,    X  =  «o 

ein  der  Differentialgieichimg  äquivalentes  Integralsystem. 

§  129. 

Nachdem  wir  auf  diese  Weise  irgend  eine  specielle  Lösung  ver- 
allgemeinert haben,  bleiben  noch  die  Gleichungen  zu  ermitteln, 
durch  welche  die  Integrale  bestimmt  werden.  Für  diesen 
Zweck  giebt  Clebsch  zwei  Methoden,  deren  jede  auf  die  Bestimmung 
eines  ersten  Integrals  der  Differentialgleichung  ausgeht.  Da  mit  Hülfe 
dieses  ersten  Integrals  die  Differentialgleichung  in  eine  andere,  welche 
einfacher  ist  und  in  analoger  Weise  behandelt  wird,  transformirt  wird, 
so  folgt,  dass  jede  dieser  Methoden  in  derselben  Weise  beschränkt 
ist,  wie  die  erste  Methode,  welche  auf  die  Classe  der  bedingungslosen 


246  8.  Kapitel.  [§  130] 

Gleichungen  mit  einer  geraden  Anzahl  von  Variablen  Aoiwenclung 
findet;  keine  der  Methoden  besitzt  die  Allgemeinheit  der  zweiten  auf 
diese  Art  von  Gleichungen  anwendbaren  Methode. 


*  §  130. 

Die   erste  Methode   gestaltet   sich   folgendermassen.     Da 


p  III. 


SO  hat  man: 


und  daher 


'        dx.    ^    ^-i         ex. 

^''j        ^  \dx,  dx,        dx.  dxj' 

welches  die  nämliche  Form  wie   vorher  in  §  118   ist  und   somit  ein 
analoges  Verfahren  an  die  Hand  giebt. 

Es  seien  X,  {i,  . . .,  q  irgend  2m  Zahlen  aus  der  Reihe  1,2,..  .,p, 
ferner  p  =  2w  -j-  g-  und  s  irgend  eine  der  Zalden  1,2,...,^;.  Als- 
dann bestimmen  wir  q  Systeme  von  Grössen  if^^,  y^'^' ,  .  .  .,  y^l^^^  durch 
die  Gleichungen : 

'V         (*•) 

1  =  1 

{^=    l,   ^,   .  .  .,   Q). 

Verfährt  man  wie  i'n  §  118,  so  erhält  man  die  —  zu  System  (10) 
jenes  Paragraphen  analogen  —  Gleichungen: 


^1    dx,   ^  y^    dx,    ^  ^    ^2-a^2»    ^  ^^,m  +  s 


welche  gelten  für  r  =  1,  2,  .  .  .,  m  und  s  =  1,  2,  .  .  .,  q. 

Nun  haben  wir  gesehen,  dass  das  erste  Integral  der  Differential- 
gleichung eine  Function  von  f^,  .  .  .,  fm,  F^,  ■  ■  ■,  F,n  ist;  sie  genügt 
daher  der  Gleichung 

J     rr,  „>■>    ^9'    J_    .,W    ^95        ,  J_     Js)  dcp  dcp  ^ 

^^"P  =  y^  dx,  +  ^2  a,,  +  •  ••  +  y,^  j^  +  ^^  -  0, 
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da  jedes  ihrer  Elemente  der  Grieichung  genügt.    Diese  Gleichung  gilt 
•für  s  =  1,  2,  .  .  .,  q  und  somit  hat  man  das  Resultat: 

Das   erste  Integral  <p    der  Differentialgleichung    Sl  ^  0 
wird  bestimmt   als   die   allgemeinste   simultane  Lösung    des 
Systems  linearer  partieller  Differentialgleichungen 
J.igD  =  0,     Ä,(p  =  0,...,     A,jq)  =  0. 

Jede  der  Grössen  y  ist  der  Quotient  einer  Pf  äff 'sehen  Function 
von  der  Ordnung  2m  durch  die  Pfaff'sche  Function  [A,  (i,  ...,  q]^ 
und  da  nach  der  anfangs  gemachten  Voraussetzung  nicht  alle  Func- 
tionen von  der  Ordnung  2  m  verschwinden,  so  werden  wir  natürlich 
A,  fi,  .  .  .,  Q  so  wählen,  dass  sich  eine  nicht  verschwindende  Pfaff- 
sche  Function  ergiebt. 

Es  ist  leicht  zu  verificiren,  dass  das  System  von  g  Gleichungen 
sämmtlichen  Jacobi 'sehen  Bedingungen  für  die  Existenz  gemein- 
schaftlicher Lösungen  genügt  imd  dass  es  somit  ein  vollständiges 
System  bildet. 

Beispiel  1.  Der  einfachste  Fall  ist  der,  in  welchem  die  Anzahl 
der  charakteristischen  Gleichungen  am  geringsten,  nämlich  g  =  1  ist, 
und  die  einzige  zur  Bestimmung  des  ersten  Litegrals  dienende  Glei- 
chung ist  dann: 

^  ||[s+l,  s+2,  ...,  2m  +  1,  1,  ...,  ..-lj  =  0. 

Als  sehr  leichtes  Beispiel  betrachten  wir  die  Gleichung: 
Sl  =  x^dx^  -\-  x^dx^  +  x^dx.^  =  0 . 
Die  charakteristische  Gleichung  ist : 

1^  +  ^  +  1^  =  0 

und  daher  kann  man  als  specielle  Lösung  nehmen: 

Benutzt  man  dieses  Integral,  um  x^^  und  dx^  fortzuschaffen,  so 
hat  man: 

2>w     '       Xa CC Xo  ~\     XoCt Xa  ~\     [Ctf  ~y"  Xo J et Xo 


also 


/  4>    ^2     ~r  ^2^3  ~r  ^-^3 


Somit  ist  ein  specielles  System  von  Integralen: 


Da  ferner 

so  findet  man 
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f  =  -^  OC2     -\-  X^X^  =  G 
/^   =  X^  X^  =^  0  . 

Ü  =  df+F,df,, 

Um  das  Integralsystem  zu  verallgemeinern,  nehmen  wir: 
(p^  =  Function  {f^,  F^ 

=  Function  {x^  —  x^,  x<^  —  x.^  =  const. 
und  dies  kann  gesckrieben  werden  in  der  Form : 

WO  jjj  eine  willkürliclie  Function  ist.    Benutzt  man  dies,  um  die  Glei- 
chung wie  zuvor  zu  transformiren,  so  hat  man : 

Sl'  =  x^dx^  -\-  x^-^' dx^  —  x^ijj'dx^  -f-  x^dx.^  -j-  x^dx^  -\-  ipdx^ 

=  d  (y  ^/  +  x^x^  +  x^ijj)  +  {x2  —  x^)  dip , 

so  dass  man,  wenn  man  x^  —  x^  =  0  setzt,  erhält : 

wo  nach   der  Integration  s   durch  seinen  Werth  x^  —  x^  zu   ersetzen 
ist.     Daher  sind  die  beiden  Integrale  des  verallgemeinerten  Systems: 

Beispiel  2.      Ein    arideres    einfaches  Beispiel    bietet   die   analoge 
Grleichung : 

x^dx-^  +  x^dx^  +  x^dx^  4"  ^5 ^^4  +  x^dx^  =  0 . 

Beispiel  3.     Es   ist   eine  unmittelbare  Folgerung  aus   der  ersten 
Methode    von  Clebsch,    dass,    wemi  s  und  dß  aus  dem  nicht  inte- 

grablen  Ausdruck 

Sl  =  Xdx  +  Ydy  +  Zd0 

mit  Hülfe  irgend  eines  Integrals,  z.  B.  g}(x,  y,  0,  a)  =^  0 ,  der  charak- 
teristischen Gleichung 

[2,  3]  H  +  [3,  1]  1^  +  [1,  2]  ||  =  0 

eliminirt    werden,    alsdann    die    neue    Form    Sl'    (d.  h.    das    transfor- 
mirte  Sl)  ein  vollkommenes  Differential  ist.     Dies  Resultat  lässt  sich 


[§  130]  Methode  von  Clebsch.  249 

mit  der  Bertrand'sclien  Methode  für  eine  esacte  Gleichung  (§  16) 
und  mit  dem  Theorem  von  Jacob i  in  dem  Beispiel  des  §  68  in 
Parallele  stellen. 

Beispiel  4.     Die  Gleichung 

bietet  in  der  folgenden  Auflösung  eine  gewisse  Abänderung  in  dem 
rein  analytischen  Verfahren. 
Man  hat : 

[1,  2]  =  3x,,     [2,  3]  =  3:r3,     [3,  1]  =  3x, ; 

daher  ist  che  Gleichung  unter  der  Annahme,  dass  a,  h,  c  nicht  sämmt- 

lich  verschwinden,  nicht  exact.     Die  charakteristische  Gleichung  für 

das  erste  Integral  nach  der  ersten  Methode  von  Clebsch  ist  daher: 

dg)  j  ocp    .  ccp  ^ 

Die  Hülfsgieichungen  für  ihre  Auflösung  sind: 

/y»  /y»  /VI 

und  zwei  unabhängige  Integrale  dieser  erhält  mau  leicht  in  der  Form 

{Xi   -\-  X^  -\-  Xo,) 


Xy-^OiX^-]-  (O^X.^ 

(ajj  -\-  x^  -\-  x^j 


Xj^  -\-  CO^Xo  -\-  cox^^ 

wo  CO  eine  cubische  Wurzel  der  Einheit  ist.     Somit  ist 

4/   — ^—    — — —    /yi    *J        I        /y»    O        I        /y^    O    ^  /y*    ^     ^ 

W  ^^  -^1       T^    '*^2       T^    -^3  'J  -^1  -^2  "^3 

ein  anderes  Integral,  und  obwohl  weder  die  Benutzung  von  /  noch 
die  von  ip  einfach  ist,  so  kann  man  doch  u  als  ein  specielles  erstes 
Integral  betrachten,  mittels  dessen  die  gegebene  Differentialgleichung 
transformirt  werden  kann. 

Anstatt  in  dieser  Weise   der  allgemeinen  Regel  zu  folgen,  ver- 
fahren wir  etwas  anders.     Es  ist  nicht  schwer  zu  beweisen,  dass 

-7;     r  ^  '1^  =^      ~      1  (^2  ■     x^x^jdx^  -\-  (x^        x^^X2)dX2 
ist.     Demnach  hat  man,  wenn  man 


setzt : 


'S-  ==  ax^  -j-  hx.)  -\-  ex. 


^-d^-^d{\og{fr')} 
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und  die  speciellen  und  allgemeinen  Integrale  können  nun  in  gewöhn- 
licher Weise  gefunden  werden. 

Beispiel  5.     Man  integrire  die  Gleichung: 

Beispiel  6.  Es  ist  leicht,  das  Resultat,  welches  in  der  Form  ein 
wenig  allgemeiner  als  das  in  Beispiel  3  angegebene  ist,  zu  erhalten, 
nämlich  dass,  wenn  a  und  ß  zwei  unabhängige  Integrale  des  Systems 

sind,  alsdann  der  Ausdruck  X^dx^^  -\-  X^dx^  -j-  X^dx.^  gleich 

dy  +  Mda  +  Ndß 

ist,  wo  31  und  N  Functionen  von  a  und  ß  allein  sind  und  y  nicht 
durch  a  und  ß  bestimmt  ist*).  Ist  die  Integrabilitätsbedingung 
erfüllt,  so  ist  y  eine  Constante  und  dann  hat  man  wieder  das  Theorem 
von  Bertrand. 

§  131. 

Die  zweite  von  Clebsch  angegebene  Methode  geht  fol- 
gende rmassen  vor.  Das  Princip  beruht  darauf,  dass,  wenn  eine 
reducirte  Normalform 

m 

df  +  ^Fidfi 

mittels  einer  Relation 

fm  =  Function  (/",  /j,  .  .  .,  /;_i,  Fj,  .  .  .,  F,,^ , 
die,  wie  zu  beachten  ist,  y  enthält,  transformirt  wird,  dieselbe  in  eine 
Form  mit  2m  unabhängigen  Grössen  f,  f^,  .  .  .,  fm—i,  F^,  •  ■  •>  F„,, 
die  an  keine  Relation  gebunden  sind,  übergeht.    Der  neue  Differential- 
ausdruck hat  daher  eine  reducirte  Form  von  der  Gestalt: 

m 

^F^dfl, 

WO  die  Grössen  f"  und  F'  durch  keine  Relationen  verbunden  sind; 
derselbe  gehört  daher  zur  Classe  der  bereits  behandelten  Gleichungen 
(§  117  und  118).      Wir    haben    somit    irgend    eine    Function  cp    der 


*)   Darboux  „Sur  le  probleme   de  Pfaff",   Bull,   des   Sc.  Math.,  2.  Se'rie, 
Bd.  VI  S.  24. 


[§  131]  Methode  von  Clebsch.  251 

Grössen  f,  f^,  .  .  .,  fm,  F^,  .  .  .,  Fm  zu  suchen,  welclie  ein  Integral  der 
Gleichung  ist;  alsdann  schaffen  wir  mittels  der  Gleichung  q)  ==  a  eine 
der  Variablen  fort  und  erhalten  eine  neue  Gleichung,  welche,  wie 
wir  gesehen  haben,  auf  die  früheren  Methoden  zurückführbar  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  benutzen  wir  wieder  den  ersten  der  in  §  121 
bewiesenen  Sätze  in  der  folgenden  Form.  Betrachtet  man  2  m  -f-  2 
Variablen  x,,  .  .  .,  x^m^^  imd  2m  +  2  Functionen 

loy  11}   •  •  •}  /»«;   -^07  -^ n   •  •  •?   -^ "<■ 
von  solcher  Beschaffenheit,  dass 

2  »/  +  2  nt 

^    X,dX;  =  ^  Fidf] 

i=l  )==U 

ist,  dann  hat  die  Jacobi'sche  Determinante 

g(/ö,7; L,  t\,  i\,  ••-,  K) 

zu  ihrem  Werthe  die  Pf  äff 'sehe  Function: 

P=[l,  2,  ...,  2m +2]. 
Nach  dem  ersten  der  Sätze  des  §  121  hat  man: 

;,  =  l     k=i  '*  6  =  u  * 

wo  qp  irgend  eine  Function  der  2  m  -\-  2  Veränderlichen  ist.  Nach 
den  gewöhnlichen  Formeln  für  die  Jacobi 'sehen  Determinanten 
aber  ist: 

p   Ccp    ^(foi  /l  )   ■  •  -1  /m )   ^  0  »   Fl,  .  .  . ,   F^^^    g  fp  I 

d  F^  ~  d(x,,   X,,    .  .  .,    a52,„  +  2)  "^K 


C[Xi,  X^,    .  .  .,   !^2m  +  2) 


und  daher: 

2  m  4-  2  2  m  +  2 
"V      "V     7?       IT    ^^ 


V  7.^(^0,  /;,•■•,  4.  ^0,  i^x,---,  ^.._i,  qP.  i^.+,,-.-,  ^^'„o 


—  ;>  i^> 


Um   dieses   allgemeine  Resultat  auf  den  in  Betracht    stehenden 
Fall   der  Normalform  anzuwenden,  bemerken  wir,   dass  F^  gleich  1 
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ist  und  dass  daher  jedes  Glied  auf  der  rechten  Seite  verschwindet 
mit  Ausnahme  desjenigen,  in  welchem  95  an  Stelle  von  F^  steht; 
demnach  haben  wir,  was  immer  (p  für  eine  Function  der  Variablen 
sein  möge: 

2m  +  2  27n  +  2  -^rf    -e  f  V  TP   \ 

^    ^  R     Z  -^  =  —  g(A  fi,  ■  ■  -.  4,  qp,  -^1,  •  •  -r  -^„,) 

und  es  ist  klar,  dass  eine  ähnliche  Formel  mutatis  mutandis  gelten 
wird  für  jede  Wahl  von  2m -\-  2  Zahlen  aus  der  Reihe  1,2,  ...,  p. 
Wenn  nun  (p,  eine  Function  der  2m  -\-  2  Veränderlichen,  aus- 
gedrückt werden  kann  durch  f,  f^,  .  .  .,  fn,,  F^,  .  .  .,  Fm  allein,  so 
verschwindet  die  Jacobi'sche  Determinante  der  2m  -\-  2  Fimctionen, 
und  wenn  99,  betrachtet  als  Function  sämmtlicher  p  Variablen,  dar- 
stellbar ist  durch  /",  /"j,  .  .  .,  fm,  F^,  .  .  .,  F^  allein,  so  ist  jede 
Jacobi'sche  Determinante  der  2m  -\-  2  Functionen  Null,  welche  in 
Bezug  auf  irgend  ein  aus  den  p  Variablen  gewähltes  System  von 
2  m  -\-  2  Veränderlichen  gebildet  ist.  Demnach  genügt  die  gesuchte 
Function  cp  allen  möglichen  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

2m  +  2  2  m  +  2 


^       Z^    -^h,k- 


öx. 


Die  gesuchte  functionale  Abhängigkeit  der  Function  fp  von  den 
Grössen  /"  und  F  wird  hinreichend  und  vollständig  ausgedrückt  durch 
das  Verschwinden  der  Jacobi 'sehen  Determinanten  der  2m  -j-  2 
Functionen,  genommen  in  Bezug  auf  x^,  x^,. .  .  .,  x^^n+i  i^nd  jede  der 
andern  Variablen  der  Reihe  nach.  Bezeichnet  dann  R^']^  die  Ableitung 
von  [1,  2,  .  .  .,  2m  -\-  l/2m  -f-  s]  in  Bezug  auf  h,  h  und  ist 

2  m  4- 1 

SO   sind  die   zur  Bestimmung   der  Function  q)  nothwendigen 
und  hinreichenden  partiellen  Differentialgleichungen: 

2m-H 


^«^=24f#  +  4' 


"'+''<^^2m  + 


dcp     __^ 


für  s  =  1,  2,  •  .  .,  p  —  2m  —  1. 

In  dem  speciellen  Falle  einer  bedingungslosen  Gleichung  mit 
einer  ungeraden  Anzahl  von  Veränderlichen  hat  man  p  =  2m-\-'[,  so 
dass    die    vorstehende  Untersuchuns'   nicht    anwendbar   ist.      Alsdann 
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ergiebt  sich  aber,  da  nur  2m  -\-  1  Variablen  und  2  m  -\-  1  Grrössen 
/'  und  F  vorhanden  sind,  dass  jede  wie  immer  beschaffene  Function  q) 
ausgedrückt  werden  kann  durch  /'  und  F]  hiernach  würde  man  ein 
erstes  Integral  erhalten,  indem  man  irgend  eine  willkürliche  Function 
der  Variablen  einer  Constanten  gleichsetzt  und  dieselbe  wie  im  §  118 
angegeben  benutzt.     Dies  ist  die  vorher  angenommene  Theorie. 

Man  bestätigt  leicht  für  den  allgemeinen  Fall,  dass  das  System 
der  p  —  2m — 1  Gleichungen  den  sämmtlichen  Ja cobi 'sehen  Be- 
dingungen für  den  Besitz  gemeinschaftlicher  Lösungen  genügt  uud 
dass  es  somit  ein  vollständiges  System  bildet. 

Aufgabe.     Man  integrire  die  Gleichung 

(2y  -\-  2z  —  u)dx  -\-  {s  -\-  v)dy  -\-  (y  -\-  v)d3 

-f-  {x  —  v)du  -{-  (u  ■ —  y  —  z)dv  =  0 , 
welche  eine  reducirte  Normalform  dO"  -\-  Fdf  besitzt. 


9.  Kapitel. 
Berührungstraiisformationen. 


Bezüglich  der  Gescliiclite  der  Berülirungstraiisformationen  ver- 
gleiclie  man  Lie,  Math.  Amial.  Bd.  8  S.  219,  und  Mansion  „Theorie 
des  equations  aux  derivees  partielles  du  premier  ordre"  (deutsch 
herausgegeben  Ton  H.  Maser,  Berlin' 1892,  Julius  Springer,  S.  41). 
Ausser  auf  die  Abhandlung  von  Lie  (welche  eine  Zusammenfassung 
verschiedener  früher  in  Christiania  veröffentlichten  Abhandlungen  ist) 
und  auf  diejenige  von  Mayer,  welche  beide  in  diesem  Kapitel  er- 
wähnt werden,  kann  auch  noch  auf  eine  Abhandlung  von  Lie,  Arch. 
for.  Math,  og  Nat.  Bd.  2  (1877)  S.  10—38,  und  auf  eine  von. Engel, 
Math.  Ann.  Bd.  23  S.  1 — 44,  verwiesen  werden. 

Eine  erschöpfende  Darlegung  der  Theorie  der  Berührungstrans- 
formationen mit  ihren  gegenwärtigen  Entwicklungen  findet  man  in 
dem  zweiten  Bande  von  Lie  und  Engel's  „Theorie  der  Transforma- 
tionsgruppen" (Leipzig  1890,  B.  G.  Teubner). 

Li  einer  Note  Math.  Annal.  Bd.  8  S.  223  wirft  Lie  bezüglich  der 
Berührungs-  und  Osculationstransformationen  Fragen  auf,  welche  be- 
reits die  Aufmerksamkeit  Bäcklund's  in  Anspruch  genommen  hatten. 
Der  letztere  hatte  eine  Abhandlung  veröffentlicht  „Einiges  über  Curven- 
und  Fläch entransformationen"  Lunds  Arsskrift,  Bd.  10  (1875)  und 
seit  jener  Zeit  hat  er  Abhandlungen  über  den  Gegenstand  veröffent- 
licht in  den  Math.  Aonal.  Bd.  9  S.  297—320;  ebenda  Bd.  11,  S.  199 
—241,  besonders  S.  200—219;  ebenda  Bd.  19  S.  387—422. 

§  132. 

Die  allgemeine  Idee  der  Art  von  Transformationen,  die  wir  jetzt  be- 
trachten wollen,  entstammt  gewissen  fundamentalen  geometrischen  Vor- 
stellungen über  die  Raumtransformationen.  Transformationen  zwischen 
den  Punkten  verschiedener  Räume  werden  im  Allgemeinen  Aggregate 
von  Punkten  in  Aggregate  von  Punkten  mit  ähnlichen  charakteristischen 


[§  132]  Berührungstransformationen.  255 

Eigenthümliclikeiten  verwandeln;  z.  B.  wird  eine  Fläche  in  der  Geo- 
metrie des  Raumes  verwandelt  in  eine  Fläche,  zwei  einander  berüh- 
rende Flächen  werden  verwandelt  in  zwei  andere,  welche  sich  gleich- 
falls gegenseitig  berühren.  Indessen  führen  Transformationen,  bei 
denen  einem  Punkte  wiederum  ein  Punkt  entspricht,  nicht  allein  zu 
solchen  Resultaten;  so  bleibt  z.  B.  die  Eigenschaft  der  Berührung 
auch  bestehen  bei  den  dualistischen  Transformationen,  welche  Reci- 
procität  mit  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  analytisch  ausdrücken,  und 
dies  sind  nur  zwei  Beispiele  aus  einer  ausgedehnten  Classe. 

Alle  Transformationen,  welche  durch  die  Eigenschaft  charakteri- 
sirt  sind,  dass  sich  berührende  Flächen  in  einem  Räume  in  sich  be- 
rührende Flächen  in  einem  andern  Räume  transformirt  werden,  werden 
Berührungstransformationen  genannt;  dieselben  sind  natürlich 
nicht  auf  diejenigen  analytischen  Formen  beschränkt,  welche  dem 
geometrischen  Räume  entsprechen,  sondern  sie  finden  Anwendung  auf 
die  allgemeinsten  Grebilde  in  einer  Mannigfaltigkeit  von  beliebig  vielen 
Dimensionen. 

Wir  nehmen  an,  dass  eine  Mannigfaltigkeit  von  n  -f-  1  Dimen- 
sionen gegeben  sei  und  dass  jeder  Punkt  in  ihr  durch  die  (nicht- 
homogenen) Coordinaten  s,  x^,  oc.^^  ...,  x,^  bestimmt  werde;  ferner 
seien  in  derselben  zwei  algebraische  Gebilde  von  je  n  Dimensionen 
gegeben,  welche  einander  berühren.  In  dem  gemeinschaftlichen  Punkte 
sind  die  Grössen  0,  x^,  .  .  . ,  Xn,  Pi^,  ■  ■  ■ ,  Pn  für  beide  Gebilde  die- 
selben und  die  Berührung  in  jenem  gemeinschaftlichen  Punkte  findet 
statt,  wenn  die  Dififerentialbeziehung 

n 

d2 —  y',  pidxi  =  0, 
(=1 

welche  für  alle  Variationen  in  einem  der  Gebilde  an*jenem  Punkte 
besteht,  auch  für  alle  Variationen  in  dem  andern  Gebilde  in  dem 
Punkte  mit  den  nämlichen  endlichen  Elementen  besteht.  Es  gebe 
nun  eine  Transformation,  welche  z',  x^',  .  .  .,  x^  als  die  Coordinaten 
eines  Punktes  in  einer  andern  Mannigfaltigkeit  oder  in  einem  andern 
Theile  der  ersten  ergiebt;  die  beiden  Gebilde,  welche  die  Transfor- 
mationen der  beiden  ersteren  Gebilde  sind,  werden  dann  einander  in 
einem  gemeinsamen  Punkte  berühren,  wenn  die  Dififerentialbeziehung 

n 

dz'  —  ^  pldxl  =  0 

i  =  l 

für   die   beiden  Gebilde  gleichzeitig  besteht.     Es   ergiebt  sich  daher, 
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dass  zwei  sicli  berülirende  Gebilde  in  zwei  andere  sicli  berührende 
Gebilde    transformirt    werden,    wenn     das    Verschwinden    des    Aus- 

n 

drucks    äs' —  ^,  pl  d xj    eine    Folge    ist    des    Verschwindens    von 

n 

dz  —   Jx,  PidXi.     Demnach    muss    die    Transformation    derart 

i  =  l 

sein,  dass  infolge  derselben  diese  beiden  Grössen  zusammen 
verschwinden,  und  daher  derart,  dass  eine  identische  Rela- 
tion besteht  von  der  Form 

n  n 

dB  —  ^  Pi  dxi  =  Q  ids  —  ^  pidxA , 

i  =  X  2  =  1 

wo  Q  eine  nichtverschwindende  Integralgrösse  ist.  Ferner 
sind  die  Grössen  s,  x^,  .  .  .,  Xn,  Pi,  ■  ■  ■ ,  Pn  die  Coordinaten  eines  Ele- 
mentes eines  Gebildes  von  der  extensivsten  Art;  die  Grössen  b,  x^,  ...,  Xn 
bestimmen  seinen  Ort  und  die  Grössen  j9j ,  .  .  . ,  Pn  seine  Stellung  an 
diesem  Orte;  somit  sind  die  2n  -\-  1  Grössen  von  einander  unab- 
hängig *). 

Wir  kommen  somit  zu  der  Lie 'sehen  Definition**)  einer  Be- 
rührungstransformation : 

Sind 

ZJ ,   Aj  ,    .  .  . ,   A„  ,   ^^j  ,    ■  ■  ■  f   JTn 

2n  -{-  1  von  einander  unabhängige  Functionen  der  2n-{-l  un- 
abhängigen Grössen 

^ ,    Ä^j  ,    •   •  •  }    "^n )   P\  ;    •   •  ■  )    Pn 

von  solcher  Beschaffenheit,   dass   die  Differentialbeziehung 

n  ,  w 

-«dZ—  ^  PidXi  =  Q  \d0  —  ^  PidXiJ 

i  =  l  i  =  l 

(wo  Q  nicht  verschwindet)  identisch  erfüllt  ist,  dann  wird 
die  durch  die  Gleichungen 

*)  Z.  B.  bestimmen  z,  x,y  im  gewöhnliclien  Räume  eineü  Punkt  auf  einer 
Fläclie;  p  und  g  bestimmen  die  Stellung  eines  Elementes  in  jenem  Punkte,  so 
dass  irgend  ein  Element  irgend  einer  Fläche  durch  die  fünf  Grössen  s ,  x ,  y ,  p  ^  g 
definirt  ist,  und  die  ganze  ein  gegebenes  Element  enthaltende  Fläche  würde 
durch  eine  einzige  Relation  zwischen  den  fünf  Grössen  d.  h.  durch  eine  par- 
tielle Differentialgleichung  definirt  sein.  Man  kann  die  entsprechenden  Resultate 
für  Gebilde  von  weniger  extensiver  Art,  z.  B.  für  Curven  doppelter  Krümmung 
im  gewöhnlichen  Räume,  leicht  ableiten. 
**)  Math.  Ann.  Bd.  8  S.  220. 
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z'  =  Z,     x'  =^  X,    p'  =  P 

definirte     Transformation     eine     Berührungstransformation 
genannt. 

Zwei  Arten  von  Berülirungstransformationen,  nämlicli  die  Punkt- 
Punkt-Transformation  und  die  Punkt-Ebene-Transformation  (reciproke 
Polaren)  sind  bereits  erwähnt 5  es  ist  von  Wichtigkeit,  alle  Arten  zu 
bestimmen.  Das  auf  diese  Weise  sich  darbietende  analytische  Pro- 
blem besteht  darin,  Z,  X,  P  als  imabhängige  Functionen  von  2,  x,  p 
in  der  allgemeinsten  Form,  durch  welche  die  charakteristische  Rela- 
tion zwischen  den  Variationen  identisch  befriedigt  wird,  zu  bestimmen. 

§  133. 

Da  die  Grrössen  in  den  beiden  in  der  Relation  zwischen  den  Va- 
riationen vorkommenden  Differentialausdrücken  zwei  Systeme  von 
unabhängigen  Grössen  sind,  so  kann  jeder  der  Ausdrücke  als  eine 
reducirte  Normalform  eines  bedingungslosen  Pf  äff 'sehen  Diflferen- 
tialausdrucks  mit  2n  -\-  1  Variablen  betrachtet  werden,  so  dass  also 
die  Untersuchungen  von  Clebsch  (§  113,  127)  bezüglich  der  Ablei- 
tung der  allgemeinsten  Normalform  aus  einer  gegebenen  Normalform 
auf  die  gegenwärtige  Frage  angewandt  werden  können.  In  der  That 
behandelt  sie  Lie  in  dieser  Weise*);  er  betrachtet  sie  als  einen  Spe- 
cialfall des  Pf  äff 'sehen  Problems  und  wendet  die  Resultate  von 
Clebsch  darauf  an.  Da  aber  einige  der  besonderen  von  Lie  ge- 
zogenen Folgerungen  in  der  Theorie  der  Berührungstransformationen 
von  ihm  (natürlich  nicht  ohne  Begründung)  auf  die  Discussion  des 
Pf  äff 'sehen  Problems  angewendet  werden,  so  ist  es  (wie  auch  noch  aus 
andern  Gründen)  vortheilhaft,  eine  unabhängige  Begründung  der  Haupt- 
resultate zu  haben.  Diese  directe  Ableitung  der  Fundamentalformeln 
der  Theorie  ist  von  Mayer  bewerkstelligt  worden**). 

§  134. 

Wir  haben  also  2n  -\-  1  algebraisch  unabhängige  Grössen  Z,  X,  P 
als  Fmictionen  von  2n  -\-  1  unabhängigen  Variablen  s,  x,  p  derart 
zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung 


*)  Math.  Ann.  Bd.  8,  S.  221  u.  ff. 
**)  Gott.    Nachr.    (1874)    S.    317—331;    reproducirt    Math.    Ann.    Bd.   8,    S. 
304—312. 

Eorsyth,  Theorie  dor  Difftreutialgleicliungen.  17 
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n  n 

(1)  äZ—^  FidXi  =  Q(d0  —  ^piclx^, 

2  =  1  i  =  1 

WO  Q  eine  niclit  verschwindende  Grrösse  ist,  identisch  erfüllt  ist.  Da 
die  Variablen  unabhängig  sind,  so  ist  die  Gleichung  (1)  einem  System 
von  2n  -{-  1  Gleichungen  äquivalent,  welches  gebildet  wird  durch 

4  =  1 

und  zwar  gelten  die  Gleichungen  (3)  und  (4')  für  ?•  =  1,  2,  .  .  .,  w. 
Führt  man  das  neue  Symbol  -^  ein  zur  Bezeichnung  von 

dir   \_      dü_ 
dx^'^^''  dz 

für  irgend  eine  Function  U,  so  können  die  n  Gleichungen  (4')  mit 
Hülfe  der  Gleichungen  (2)  ersetzt  werden  durch  die  n  Gleichungen 

ir=l,2,  ...,n) 
und  diese  Gleichungen  (2),  (3)  und  (4)  reichen  aus,  um  das  Erfüllt- 
sein der  Gleichung  (1)  zu  sichern. 

Die  Untersuchung  zerfällt  in  zwei  Stadien:  das  erste  ist 
die  Aufstellung  der  nothwendigen  die  Grössen  Z,  X,  P  bestimmenden 
Gleichungen;  das  zweite  besteht  darin,  aus  diesen  nothwendigen  Glei- 
chungen solche  auszuwählen,  welche  für  die  Bestimmung  nothwendig 
und  hinreichend  sind. 

Für  das  erste  haben  wir  für  irgend  eine  Function   U 

d_dTJ_ d    8ü  _dU 

dp^  dx^        dx^  dp^.        dz 

für  r'>.s 


d     dU 
dp^  dx^ 

d    du  __Q 

dx^  dp^           ' 

d    dU 
dx^  dx^ 

d  dU  __  ^ 
dx,  dx. 

B  erühruDgstransf ormationen. 


259 


[§  134] 

Ferner,  wenn  man  V  =  Z  setzt  in  der  ersten  der  vorstehenden  Rela 
tiouen  und  (3)  benutzt: 

ajfj  dp. 


dp^  j^  ^^  dp. 


dX, 


=  A  Vp 


Wird  dies  vereinfacht,  so  folgt: 


(5) 


^(SP,dX,_dP,dXX^ 


0. 


-^      \3i^;.        3P,  dp,        dp^ 

Benutzt  man  in  analoger  Weise  die  andern  Relationen  in  Verbindung 
mit  den  Gleichungen  (3)  und  (4),  so  erhalten  wir  das  Aggregat  von 
Grieichungen : 

y(^dX,_dP,d^^ 
■^  \dPr  dx,         dx,    dp^/ 


(5) 


0 ,  für  r  >  s 


j^  \dx    dx^ 


dP..  dX 
dx 


d_Xx 

dxj 


0. 


Führt    man    nun    ein    System    von    2n    unabhängigen    Grössen 
Viy  ■  ■  -j  Viiy   ^1,  ■  ■  -,  ^n   uJnd    ein    anderes    System    von    2 n    Grössen 
,  Vn,    welche    mit   jenen    durch   die   linearen  Glei- 


h  y   ■  •  ■  7  '^n  }    V^  , 


chungen 

(6) 


verbunden    sind,    ein,    so    erhält    man    mit    Benutzung    von    (5)    die 
complementären  Gleichungen: 


'^  ~  ^  \dx^  y^  ~f"  a«.  ^ 


(J) 


^/      dP.  dX\ 


17* 
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Wenn  wir,  anstatt  (5)  zu  benutzen,  um  y  und  z  durch  n  und  v 
auszudrücken,  aie  Gleichungen  (6)  nach  diesen  Grössen  auflösen,  so 
folgt,  da  die  Grössen  y  und  z  unabhängig  sind,  dass  die  Grössen  n 
und  V  durch  keine  lineare  Relationen  zusammenhängen,  ausser  wenn 
die  Determinante  II  der  Coefficienten  auf  den  rechten  Seiten  von  (6) 
verschwindet.  Und  aus  (7)  folgt,  unter  denselben  Voraussetzungen, 
dass  B.  (ebenfalls  die  Determinante  der  Coefficienten  der  linken  Seiten) 
nur  mit  q  verschwindet,  welche  letztere  Grösse  aber  nach  Voraussetzung 
nicht  verschwindet;  demnach  sind  die  Grössen  u  und  v  ein  System 
von  2«  unabhängigen  Grössen. 

Nimmt  man  ferner  die  Jacobi'sche  Determinante  &  von  Z,  X,  P 
mit  Bezug  auf  s,  x,p  und  substituirt  aus  (2),  (3),  (4')  für 

dZ     dZ     dZ 
dz  '   dp  ^   dx 

ihre  Werthe,  so  findet  man  leicht: 

0  =  qB, 
so  dass  also  &  nicht  verschwindet.    Demnach  sind  Z,  X,  P  functional 
von  einander  unabhängig. 

Substituirt  man  nun  die  Werthe  von  yi  und  B;,  wie  sie  durch 
die  Gleichungen  (7)  gegeben  werden,  in  die  Gleichungen  (6),  so  er- 
hält man: 


=  1 


und  dieses  müssen  reine'Identitäten  sein,  da  keine  lineare  Relationen 
zwischen  den  Grössen  it  und  v  bestehen.  Wendet  man  daher  das 
Symbol  [F,  Q]  an  zur  Bezeichnung  von 

^  fdF_  d^_dF^  a^\ 
^  \g_Pj.  dx.         dx.    dp./' 

so  erhält  man: 

Q  =  [Pj,  Xj]     für  j  =  1,  2,  .  .  .,  w 

0  =  [P,,  Xj]     für  i^j 

0    =     [Xi,       Xj]  „  „ 

lO  =  [P„P,]        „        „ 
welches   nothwendige  Bedingungen  sind,  denen  die  Grössen  X,  P 
unterließen. 


(8) 
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Zweitens  hat  man  für  jede   beliebige   Function  @  von  s^  ^,  j?, 
wenn  man  die  Ausdrücke  für  Ar  und  ^r  substituirt,  die  Relation: 

und  daher  infolge  der  Relationen  (8): 


(10) 


2' 


In  diesen  Grleichungen  (10)  ist  die  Determinante  der  Coefficienten 
auf  der  linken  Seite  nicht  Null  und  daher  führen,  wenn  wir 


[Z,  XJ  =  0 


für  *  =  1,  2, 


QFi-\-iZ,  P,]  =  0, 
nehmen,   die   Grleichungen  (10)   zu  Ar  =  0,  B,.=^0,   d.  h.  sie  geben 
einzig  die  Gleichungen  (3)  und  (4).     Hiernach  sind   die  Gleichungen 

\_z,  x]  =  o,   {z,  F;]  =  -QPi 

ausreichend,  um  die  Existenz  der  Gleichungen  (3)  und  (4)  darzu- 
thun,  welche  in  Verbindung  mit  (2)  der  Fundamentalrelation  äqui- 
valent sind. 

Die  bisher  erhaltenen  Resultate  führen  zusammen  zu  dem  Lie- 
schen Satze: 

Damit  die  Relation 


1=1 


i=i 


identisch  befriedigt  werden  könne,  ist  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  die  Grössen  Z,  X,  P  den  Gleichungen  ge- 
nügen 

[Z,    Z,]  =  0  =  [X;,    X,]   =  [P;,    Xj]  =  [P,,    Pj-] 

[7;-,  X;]  =  ^,     [Z,P^]  =  -qP^, 

vorausgesetzt,  dass  Z,  X,  P  unabhängig  von  einander  sind; 
und  der  Werth  von  q  ist 

dz         Zj  ^'   dz  ' 


eine   nicht   verschwindende   Grösse.     Ebenso    ist   umgekehrt 
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ein  nicht  verschwindender  Werth  von  q  ausreichend,  um  die 
functionale  Unabhängigkeit  der  Grössen  Z,  X,  P  zu  sichern. 


§  135. 

Der  Bedingungen  im  Li e 'sehen  Theorem  —  jede  von  ihnen  ist 
eine  Differentialgleichung  —  sind  ziemlich  viele;  und  obwohl  dieselben 
nothw endig  und  hinreichend  sind,  so  ist  doch  keine  Andeutung 
darüber  gemacht,  ob  etwa  irgend  eine  von  ihnen,  weil  nicht  unab- 
hängig, überflüssig  ist.  Um  das  Resultat  zu  transformiren  und  die  An- 
zahl der  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  soweit  wie 
möglich  zu  reduciren,  verfährt  Mayer  folgendermassen. 

Aus  (9)  ergiebt  sich,  indem  man  ®  gleich  Z  und  gleich  Xi 
setzt,  dass 


2 


(^'il-^'f)-i'^[^'^j 


'S^T/       dX.  dX,\  ^ 

ist.     Wenn    es   daher  n  -\-  1    algebraisch   von    einander  unabhängige 
Functionen  Z,  Xj,  .  .  .,  X„  giebt,  welche  den  Gleichungen 

[Z,  Z,]  =  0,         [X-,  X,]  =  0 
genügen,  so  giebt  es  offenbar  n  -\-  1  Gleichungen,  von  denen  n  von 
der  Form  sind: 

^  f     dx,  dx,\ 

'(i=  1,  2,  ...,  n), 
während  die  übrig  bleibende  Gleichung  ist: 


2 


?(^'lf-^^a  =  «- 


Die  letzte  kann  indessen  unberücksichtigt  bleiben,  wenn  die 
ersten  n  beibehalten  werden;  denn  multiplicirt  man  diese  n  Glei- 
chungen mit  Pj ,  .  .  .,  Pn  und  addirt  dann,  so  erhält  man: 


2  m 

r=l    ^ 


lf-^')-^'(i-^')f=«' 


woraus  sofort  die  letzte  Gleichung  folgt.    Wir  haben  daher  n  lineare 
und  homogene  Gleichungen  in  den  2n  Grössen  A  und  B,  und  wenn 
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n  der  Grössen  verschwinden,  so  enthalten  die  n  Gleichimgen  dann 
die  andern  n  linear  und  homogen.  Nun  verschwinden  aber  die  De- 
terminanten der  Coefficienten  nicht  sämmtlich,  denn  sonst  müsste 
eine  Functionalbeziehung  zwischen  den  Grrössen  Z  und  X  stattfinden; 
demnach  können  die  n  Gleichungen  nur  dadurch  befriedigt  werden, 
dass  die  n  in  ihnen  vorkommenden  Variablen  Null  sind.  Hieraus 
folgt,  dass,  wenn  die  n  -\-  1  Grössen  Z  und  X  als  functional 
unabhängige  Lösungen  der  Gleichungen 

bestimmt  worden  sind,  alsdann  n  der  Gleichungen  (3)  und 
(4)  aus  den  andern  n  abgeleitet  werden  können,  so  dafs  das 
System  nur  n  unabhängigen  Gleichungen  äquivalent  ist. 
Diese  Gleichungen*)  dienen  zur  Bestimmung  der  n  Grössen 
P^,  .  .  .,  Pn  und  der  Werth  von  q  wird  alsdann  bestimmt  durch 
Gleichung  (2). 

Dies  ist  die  May  er 'sehe  Form  des  Li  e 'sehen  Satzes. 


§  136. 

Die  Anzahl  der  in  der  allgemeinen  Berührungstransformation 
vorkommenden  Grössen  Q,  Z,  X^,  .  .  .,  X„,  P^ ,  .  .  .,  P„  beträgt  2n-\-2 
und  es  sind  nur  2n  -\-  1  Gleichungen  zu  ihrer  Bestimmung,  nämlich 
die  Gleichungen  (2),  (3),  (4),  vorhanden.  Demnach  bleibt  irgend  eine 
der  Grössen  imbestimmt,  und  es  wird,  wofern  nicht  eine  besondere, 
nicht  in  der  Natur  der  Sache  liegende  Bedingung  vorgeschrieben 
wird,  ein  willkürliches  Element  in  der  Lösimg  vorkommen. 

Dies  wird  durch  den  Charakter  des  eben  erhaltenen  Resultates 
bestätigt,  denn  die  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Grössen  Z 
und  X  sind 

[Z,  Z,]  =  0,      \X„  Z,]  =  0 

imd  die  erste  der  so  bestimmten  Grössen  kann  nach  Belieben  ange- 
nommen werden,  die  andern  nachher  bestimmten  Grössen  werden  aber 
in  ihrer  Form  von  jener  abhängen. 

Beispiel.      Eine    wichtige    Anwendung    dieses    Resultats    ist 


*)  Es  kann  vorkommen,  dass  für  irgend  ein  System  von  n  Gleichungen, 
welches  aus  den  2w  Gleichungen  ausgewählt  wird,  infolge  der  Werthe  von  Z 
und  X  die  Determinante  der  Coefficienten  P  Null  ist;  dies  kann  indessen  nicht 
für  alle  solche  Systeme  vorkommen  wegen  der  functionalen  Unabhängigkeit  von 
Z  und  X. 
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auf  die  Lösung  partieller  Differentialgleicliungen  gemacht 
worden*)  (vgl.  aucli  Kap.  7).  Was  die  vorhergelieude  allgemeine 
Untersuchung  angeht,  so  sind  die  Grössen  p^,  .  .  . ,  p,^  von  einander 
und  von  den  Grrössen  x^,  .  .  . ,  Xn  algebraisch  unabhängig  und  die 
charakteristische  Relation 

n  n 

dZ —  ^  FidXi  =  Q\dB  —  ^  PidxA 

2  =  1  i  =  X 

ist  identisch  befriedigt,  während  eine  der  Grössen  Z  und  X  durch  die 
Bedingungen  nicht  bestimmt  wird. 

Es  seien  nun  p^^  .  .  .,  p„  die  Ableitungen  von  0,  eine  Annahme, 
welche  die  allgemeine  Bedingung  nicht  verletzt,  und  eine  gegebene 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  sei 

z  =  o.- 

Wir  nehmen  dann  Z  als  das  willkürliche  Element,  von  dem  eben 
die  Rede  war,  und  bestimmen  die  Grössen  X  durch  die  Gleichungen 

[Z,X,]  =  0,  ...,  [Z,X,,]  =  0 

welche  bei  der  gewöhnlichen  Jacobi 'sehen  Auflösungsmethode  vor- 
kommen.    Da 

n 

dz  =  X,  PidXj 

und 

dZ=0 

ist,  so  führt  die  charakteristische  Relation  zu 

n 

'  ^P,dX,  =  0. 

i  =  l 

Die  Gleichungen 

X^  =  a^,  Ajj  =  «2 ,  .  .  . ,  Xn  =  an 
geben  dann  in  Verbindung  mit  Z  =  0  nach  Elimination  von  Pi,  .  ■  -yPn 
ein  vollständiges  Integral  von  Z=0,  und  die  Gleichungen 

Pi  =  0,     P,  =  0,  ...,  P.  =  0 
ergeben,  wie  Jordan  bemerkt  hat**),  in  Verbindung  mit  Z  ^0  ein 

*)  Darboux,  Bull,  des  Sc.  Math.,  2.  Serie  Bd.  6  (1882)  S.  67  für  die  vor- 
liegende Form;  die  Anwendung  rührt  aber  wesentlich  von  Lie  her,  Math.  Annal. 
Bd.  8  (1875)  S.  242,  ferner  S.  311. 

**)  Cours  d' Analyse,  Bd.  3  (1887)  S.  340. 
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singuläres  Integral.    Das   umfassendste  allgemeine  Integral  wird   ge- 
geben durch 

wo  f  eine  willkürliclie  Function  ist. 

§  137. 

Die  vorhergehende  Theorie  giebt  die  allgemeinste  Classe  von  Be- 
rührimgstransformationen.  Es  giebt  nun  verschiedene  specielle 
Arten,  welche  von  Wichtigkeit  sind;  insbesondere  sind  alle  diejenigen 
zu  nennen,  welche  durch  diejenigen  Transformationen  gebildet  werden, 
bei  denen  die  Werthe  von  X^,  .  .  . ,  X„,  Pj ,  .  .  .,  P„  unabhängig  von 
z  werden.  Diese  können  Cylinder-Berührungstransformationen 
genannt  werden. 

Nach  Lie's  Theorem  ist: 

da  F  und  X  unabhängig  von  z  sein  sollen,    so   folgt,    dass  auch  q 
unabhängig  von  z  ist,  und  aus  Grleichung  (2),  welche  nunmehr 

dZ 

lautet,  folgt: 

z^Qz  +  n, 

wo  n  unabhängig  von  z  ist  und  irgend  welche  Function  von 
sein  kann.     Aus  (4')  erhält  man: 

für  r  =  1 ,   .  .  . ,  M ,  und   da  das   einzige   Glied   in   dieser   Gleichung, 
welches  z  enthält,  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  ist,  so  folgt: 

ox^ 

für   r=l,  .,.,n,    oder   ^    ist    unabhängig    von    den   Yariabebi  x. 
Analog  folgt  aus  (3),  welche  hier 


eine    Constante;    wird    ihr    Wertli    mit    A    bezeichnet,    dann   ist    die 


266  9.  Kapitel.  [§  137] 

dg     ,     dn 

lautet,  dass  q  von  den  Variablen  p  unabhängig  ist.     Demnach  ist  q 
eine    Constam 
Form  von  Z: 

wo  77  eine  Function  von  x  und  p  allein  ist  *).  Substituirt  man  diesen 
Werth  von  Z  in  die  charakteristische  Relation  zwischen  den  Varia- 
tionen, so  erhält  man: 

n  n 

Adz  -\-  ein  —  ^  FidXi  =  A[cU  —  ^  piäxA 

1  =  1  ■  i=l 

und  daher: 

n  n 

(11)  dn— ^PidXi=^  —  A^Pidx^, 

2  =  1  /=l 

in  welcher  Gleichung  b  nicht  mehr  vorkommt. 

Die  transformirten  Formen  der  Gleichungen,  durch  welche  77,  F,  X 
bestimmt  werden,  kann  man  leicht  erhalten.     Es  ist: 

dx  dx^     dx  dx  '     dp  dp  ' 

und  daher  erhalten  wir,  wenn  wir 

(p  0\  _  V  (^_z  ^  _  ^  ^ 

^    '      K      ^^\dp^dx^       dx^dp, 
setzen: 

[X„Z,]  =  (Z„X,),    [X-,  P,]  =  (X,,  P,),    \Pi,Fj\  =  {F^,F>) 

[Z,  PJ=(7T,  PO-^^'i^'-^^ 

[Z,X,]-^(77,  X,)-^^i^.^^ 
und  somit  haben  wir  den  Satz: 


*)  Die  Constante  A  kann  offenbar,   wenn  gewünsclit,   in   die  Variablen  Z 
und  X  aufgenommen  werden;  die  Transformation  würde  dann  sein: 

Z  —  s^n, 

eine  Form,  welche  den  vorgeschlagenen  Namen  rechtfertigt. 
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Damit  die  Relation 

n  n 

dU—  ^ P^dXi  =  —  Ä  ^  pidXi 

i  =  l  2  =  1 

WO  Ä  eine  Constante  und  TT  eine  Function  von  x\,  ...,  x,,,,  Pi,  ■■■,  Pn 
ist,  identisch  befriedigt  werden  kann,  ist  notliwendig  und 
hinreichend,  dass  die  Grösseji  11,  P,  X  den  Gleichungen 

(Z„  Xj)  =  0  =  (P,,  X,)  =^  (P,-,  Pj) 

(P..,  X,-)  =  Ä 

(iT,PO  =  ^(-P.+  J^i..^) 

(iT,  X0  =  ^2/^''V 

genügen  und  die  Grössen  X  und  P  functional  von  einander 
unabhängig  sind. 

Oder  wenn  wir  die  zweite  Form  (§  135)  des  Lie'schen  allgemeinen 
Theorems  nehmen,  so  haben  wir  für  den  vorliegenden  Fall: 

Wenn    die    n  -{-  1   Grössen  11   und   X  als  functional  von 
einander  unabhängige  Lösungen  der  Gleichungen 
(X,-,  X,)  =  0 

dX, 


(TT,  Xd=Ä^pr-^ 


bestimmt  sind,  so  können  die  Grössen  P  aus  irgend  welchen 
)i  unabhängigen  Gleichungen  des  Systems 

ä^  -  Z  ^^  a^  =  -  ^^' 

gefunden  werden. 

§  138. 

Beispiel  1.     Einige  einfache  Fälle  von  Cyliuder-Berühruugstrans- 
formationen  sind  von  Lagrange*)  gegeben  worden,  nämlich: 


*)  Oeuvres  completes  Bd.  4,  S.  84. 


X  =  x, 

Y==g_ 

P  =  p, 

Q  =  - 

X  =  p, 

Y=y 

p  =  — 

X, 

Q  =  <1 
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{a)  Z=  0—px  —  qy-         X=p,  Y  =  q 

P^  —  x,  Q^-y\ 

welche  oft  die  L e gen dre 'sehe  Transformation  genannt  wird; 
(^)                  Z=0-qy', 

^         y 

iy)  Z  =  s  —  px-^ 

Dieselben  werden  von  Lagrange  benutzt,  um  besondere  Classen  von 
Gleichungen  durch  Transformation  derselben  in  andere  bekajmte 
Grleichuugen  zu  lösen. 

Beispiel  2.  Zwei  wichtige  Folgerungen^  welche  von  Lie  in  seiner 
Theorie  des  Pf  äff 'sehen  Problems  gebraucht  werden ,  lassen  sich  fol- 
gendermassen  aus  dem  Vorhergehenden  ableiten: 

Erstens,  in  Gleichung  (11)  sind  die  Grössen  P  und  X  2n  un- 
abhängige Functionen  der  Variablen  x-i,  .  .  . ,  Xn,  Pi,  .  .  . ,  Pn  imd  TT 
ist  eine  andere  Function  der  nämlichen  Variablen  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  zwischen  den  Grössen  11,  P,  X  eine  einzige  Relation  be- 
steht. Ferner  kann  die  Constante  —  ^  in  jener  Gleichung  in  die  linke 
Seite  aufgenommen  werden  und  daher  erhalten  wir  den  Satz: 

I.  Wenn  zwischen  2 n  -j-  1  Grössen  ?/o,  ^j,  .  .  . ,  y^,  qi,  .  .  . ,  qn 
eine  einzige  Relation  besteht,  so  kann  der  Ausdruck 

n 

dyo-\-  ^<lidyi 

i  =  l 

transformirt  werden  in 

y^,  Pi  ClXi. 
t  =  l 

(Dieses  Resultat  ist  ein  Specialfall  der  Pf  äff 'sehen  Reduction  eines 
Differentialausdrucks  mit  einer  geraden  Anzahl  von  Veränderlichen; 
denn  da  y^  eine  Function  von  q  und  y  ist,  so  wird  der  Differential- 
ausdruck, nachdem  die  Substitution  für  y^^  ausgeführt  ist,  2n  Diffe- 
rentialelemente und  Variabein  enthalten  und  der  neue  Differential- 
ausdruck ist  nur  seine  reducirte  Normalform.) 

Eine  einfachere  Form  des  eben  erhaltenen  Resultats  entsteht 
dadurch,  dass  wir  in  Gleichung  (11)  A  ^^  \  setzen;  alsdann  ist: 

11  " 

(a)  dn  +  ^pidXi  =  ^  PidXi . 
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Betrachten  wir  U  als  eine  gegebene  Function  von  x  und  p,  so  sind 
die  die  Grössen  X  bestimmenden  Gleichungen: 


(b) 


und  die  Grössen  P  werden  bestimmt  wie   bei   der  zweiten  Form  des 
Satzes  in  §  137. 

Zweitens,  eine  besondere  Annahme  bezüglich  der  eben  erhal- 
tenen Gleichung  (a)  führt  zu  einer  andern  Reduction.  Wir  nehmen  an, 
dass  man 

finde;  wir  wollen  die  Form  von  JTund  die  zugehörigen  Beschränkungen 
der  Grössen  P  und  X  suchen. 

Für  den  gegebenen  Werth  von  X„  ist: 

dx. 

SO  dass  Xi  von  pn  unabhängig  ist.    Ebenso  ist  für  i=l  ,2,  . . . ,  n- —  1: 
so  dass  P^,  .  .  .,  Pn—i  von  p^  unabhängig  sind,  und  ferner  ist: 

1   =   {P„,   Xn)  =J^J 

daher: 

Pn=Pn-{-®, 

wo    &    unabhängig    von   pn    ist.      Schliesslich    erhält    man    aUs    der 
Gleichung 

die  Relation: 

-^  =  0 

d.  h.  n  ist  unabhängig  von  pn-     Die  Gleichung  (a)  wird  nun: 

w— 1  n 

dn  +  ^  PidXi  =  ^  PidXi  — PadXn 
1=1  1=1 

n  —  X 
=  ^PidX,-{-®dXn, 
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eine  Gleichung,  welche  esplicit  frei  ist  von  der  Variablen  p„.  Nun 
sind  die  Grössen  P^,  .  .  .,  Pn—i,  &,  X^,  .  .  . ,  X^  2,n  Functionen  von 
a*!,  .  .  .,  Xn,  Pi,  .  .  . ,  pn  —  i,  so  dass  eine  Relation  zwischen  ihnen  be- 
steht.    Demnach  erhalten  wir  den  Satz:  • 

n.     Wenn  zwischen  2n  Grössen  g^,  .  .  .,  qn,  y^,  .  .  . ,  y^  eine 
einzige  Relation  besteht,  so  kann  der  Ausdruck 


2  ^idyi 


transformirt  werden  in: 


dxQ  +  ^  PidXi. 

i  =  l 

(Dies  ist  eine  unabhängige  Ableitung  des  Cleb  seh 'sehen  Resultates 
bezüglich  der  reducirten  Normalform  (§  127),  die  einem  bedingten 
Differentialausdruck  äquivalent  ist.) 


§  139. 

Unter  den  durch  diese  Sätze  bestimmten  Cylinder-Berührungs- 
transformationen  giebt  es  eine  wichtige  Classe,  nämlich  die  so- 
genannten homogenen  Transformationen. 

Setzen  wir  in  den  von  den  Grössen  TT,  P,  X  befriedigten  Glei- 
chungen n  als  Constante,  etwa  gleich  5,  voraus,  so  ist: 

/•  =  !  '^ 

für  alle  Werthe  des  Index  i.  In  diesem  Falle  schliessen  wir  daher, 
dass  die  Grössen  X  in  den  Variablen  p  homogen  und  von  der  Ord- 
nung 0  und  die  Grössen  P  in  den  Variablen  p  ebenfalls  homogen 
und  von  der  Ordnung  1  sind. 

Umgekehrt,  sind  die  Grössen  X  in  den  Variablen  p  homogen  und 
von  der  Ordnung  0,  so  folgt  aus  den  Gleichungen 

(P„  X,)  =  (P„  X,)  =  ...  =  {Pn,  X„)  =  A, 

dass  die  Grössen  P  in  den  Variablen  p  homogen  und  von  der  ersten 
Ordnung  sind.     Demnach  haben  wir: 
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r=l  ^ 

und  daher  sind  die  die  Grösse  71  bestimmenden  Gleicliungen: 

(77,  Z0  =  O,     (7t/p,)  =  0, 

ein  System  von  2n  Gleichungen,  welche  von  einander  linear  unab- 
hängig sind.  Da  die  Bedingungen  für  die  Coexistenz  erfüllt  sind,  so 
bilden  sie  ein  vollständiges  System.  Die  Anzahl  der  Variablen  ist 
aber  2n,  also  gleich  der  Anzahl  der  Gleichungen;  demnach  giebt  es 
keine  variable  Lösung  (die  Anzahl  der  Lösimgen  ist  nach  §  38  gleich 
2n  —  2}i)  d.  h.  die  einzige  Lösung  ist  77=  const.,  z.  B.  U  ==^  B . 

Hieraus  erhalten  wir  den  Satz*): 

Wenn  X^,...,  X„  homogene  Functionen  von  der  Ord- 
nung Null  in  den  Variablen  p  sind,  welche  den  Gleichungen 
genügen: 

{X,;Xj)=0, 

SO  sind  die  Grössen  P  homogene  Functionen  v,on  der  Ord- 
nung Eins  in  den  Variabein  j9;  der  Werth  von  Z  ist  Ä^  -f-  B, 
wo  A  und  B  Constanten  sind,  und  die  andern  zu  erfüllenden 
Gleichungen  sind: 

(P„  P,)  =  0  =  (X-,  P,) 

(P,-,  X,-)  =  Ä 

Eine  solche  Berührungstransformation  wird  homogen  ge- 
nannt. 

Dieses  Resultat  schliesst  sich,  wie  die  früheren,  von  selbst  an 
die  Untersuchungen  von  Clebsch  über  das  Pf  äff 'sehe  Problem  an, 
denn  es  ist  die  Verallgemeinerung  einer  gegebenen  einem  bedingungs- 
losen Differentialausdruck  äquivalenten  Normalform.  Substituirt  mau 
den  Werth  von  Z  in  die  charakteristische  Relation  zwischen  den  Va- 
riationen und  nimmt  man  die  Constante  A  in  die  linke  Seite  auf,  so 
nimmt  dieselbe  die  Form  an: 


2 


PidXi  =  ^  pidXi 


*)  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  8,  S.  238. 
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Die  Grleichuiigeii  von  Clebscli  (§  122)  sind: 

und  [Xi,  Xj]  =  0,  welclie  letztere  in  seiner  Bezeichnung  dieselbe  ist 
wie  die  obige 

{X,,  Xj)  =  0. 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  beweisen  den  homogenen  Charakter 
der  Transformation. 

Da  ferner  X^,  .  .  .,  X„  homogen  von  der  Ordnung  0  in  den  Ya- 
riabehi  p  sind,  so  kann  man  diese  Variabebi  zwischen  den  Grössen 
X  eliminiren  und  das  Resultat  wird  eine  Gleichung  von  der  Form 
sein: 

Function  (X^ ,  .  .  . ,  X^,  x^,  .  .  .,  Xn)  =  0 , 

welche  die  Grundlage  für  die  Cleb  seh 'sehe  Verallgemeinerung  einer 
ffeffebenen  reducirten  Form  bildet. 

§  140. 

Die  charakteristischen  Gleichungen  einer  homogenen  Transfor- 
mation, nämlich 

(X,,  Xj)  =  0  =  (X,-,  P,)  =  (P„  P,) 

(P,,  Z,)  =  l, 
unter  der  Annahme,  dass  Ä  in  die  Variablen  X  aufgenommen  sei, 
werden  befriedigt  durch  Xj  =  Xi,  Pi  =  Pi,  eine  nur  identische  Trans- 
formation. Wir  können  indessen  eine  Transformation  erhalten,  welche 
nur  eine  unendlich  kleine  Variation  hervorbringt*),  und  deren  Form 
wird  sein: 

Xi  =  Xi  +  £  I,: ,      Pi  =  i?/  +  £  Jr,- , 

WO  £,  eine  unendlich  kleine  Constante,  für  alle  gleich  genommen 
werden  kann.  Die  Grössen  %  und  %  sind  indessen  nicht  nothweudig 
unabhängig;  in  der  That,  da  die  Transformation  unter  Beibehaltung 
kleiner  Grössen  erster  Ordnung  angewendet  wird,  so  müssen  |  und  % 
derart  sein,  dass  sie  den  charakteristischen  Gleichungen  innerhalb 
derselben  Grenzen  genügen. 

Die  Gleichung  (Xj,  Xj)  ==  0  führt  zu  der  Bedingung 

oVj        8Pi ' 

*)  Solche  Transformationen  vom  linearen  oder  homographisclien  Typus 
werden  in  der  Theorie  der  algebraischen  Formen  und  Arten  von  functionalen 
Invarianten  häufig  gebraucht,  um  die  allen  Invarianten  charakteristischen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  aufzustellen. 
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die  Grleicliung  (P,,  P,)  =  0  zu  der  Bedingung: 

d  X-        d  X. ' 
die  Grleichung  (X,-,  P^)  =  0  für  i^j  zu  der  Bedingung: 

dp.  d  Xj ' 

und  scliliesslicli  die  Gleicliung  (P,^  X,)  =  1  zu  der  Bedingung: 

dp-  d X- 

Diese  Bedingungen  zeigen,  dass  eine  Function  H  von  solcher  Be- 

schaffenlieit  existirt,  dass 

<.    _        dH 

^'  Sp, 

dH 

'''■  =  -  a^ 

ist,  und  da  die  Transformation  homogen  ist,  so  dass  |  homogen  und 
von  der  Ordnung  0  in  den  Variablen  j) ,  dagegen  n  homogen  und 
von  der  Ordnung  1  in  denselben  Variablen  ist,  so  folgt,  dass  H,  ab- 
gesehen von  einer  nicht  zu  berücksichtigenden  additiven  Constanten, 
in  den  Grrössen  p  homogen  und  von  der  ersten  Ordnung  ist.  Dem- 
nach haben  wir  den  Satz  *) : 

Jede  Cylinder-Berührungstransformation,  welche  homo- 
gen und  unendlich  klein  ist,  ist  von  der  Form: 

X.  —  X.        P.  —  p 


dH  _dH 

dPi  d  Xj 

{i,  j=l,  .  .  .,  n), 

wo  H  eine  homogene  Function   erster  Ordnung  in   den  Va- 
riabein p  ist  und  z  untransformirt  bleibt. 


*)  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  8,  S.  240. 
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10.  Kapitel. 
Lie's  Methode. 


§  141. 

Die  Reduction  eines  Pfaff  sclien  'Differentialausdruckes  auf  seine 
äquivalente  Normalform  gescliietit  in  der  Lie'sclien  Metliode  mit  Hülfe 
der  beiden  in  §  138  bewiesenen  Sätze,  welche  der  Bequemliclikeit 
wegen  bier  wiederholt  werden  mögen : 

I.  Wenn  zwischen  2n  -\-  1  Grrössen  Vq,  y^,  ■  ■  ■,ynj  ö'i;  ■  •  ■?  Qn 
eine  einzige  Relation  besteht,  so  kann  der  Ausdruck 

n 

transformirt  werden  in: 

n.  Wenn  zwischen  2n  Grössen  g,,  .  .  .,  qn,  y^,  ■  ■  ■,  y,i  eine 
einzige  Relation  besteht,  so  kann  der  Ausdruck 

n 

2=1 

transformirt  werden  in: 

n— 1 

dxQ  -(-  ^  pidXi. 
i=i 

Da  die  Transformation  nur  eine  identische  Aequivalenz  der  trans- 
formirten  Ausdrücke  involvirt,  so  sind  diese  Sätze  noch  richtig,  wenn 
mehr  als  eine  einzige  Relation  zwischen  den  Grössen  g  und  y  besteht; 
der  Unterschied  in  dem  Resultat  ist  nur  der,  da^  zwischen  den 
Grössen  p  und  x  eine  entsprechende  Anzalil  von  Relationen   besteht. 
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Werden  diese  beiden  Sätze  in  abwechselnder  Reihenfolge  ange- 
wandt auf  einen  Pf  äff 'sehen  Ausdruck: 

m 

WO  die  Coefficienten  X  Functionen  der  Variablen  ic  von  solcher  Art  sind^ 
dass  zwischen  den  Grrössen  X^,  .  .  .,  X^,  x^,  .  .  .,  x,,,  Relationen  be- 
stehen ^  so  ergiebt  sich  das  Resultat,  dass  der  Ausdruck  schliesslich 
entweder  die  Form 

worin  2  n  <^  m  ist  und  die  Grrössen  F  und  /"  vollständig  von  einander 
unabhängig  sind,  oder  aber  die  Form 

annimmt,  worin  2w  —  1  <  m  ist  und  die  Grössen  (p  und  Q  völlig 
von  einander  unabhängig  sind. 

§  142. 

Die  erste  dieser  reducirten  Normalformen  möge  von  geradem 
Charakter  heissen  (da  sie  eine  gerade  Anzahl  unabhängiger  variabler 
Grössen  enthält),  die  zweite  möge  von  ungeradem  Charakter  ge- 
nannt werden  (da  sie  eine  ungerade  Anzahl  unabhängiger  variabler 
Grössen  enthält).  Dann  beweist  Lie  das  folgende  Resultat,  welches  von 
Clebsch  als  selbstverständlich  angenommen  worden  war: 

Alle  einem  gegebenen  Differentialausdruck  äquivalen- 
ten Normalformen  haben  den  nämlichen  Charakter  bei  der- 
selben Anzahl  von  Functionen. 

Es  sind  drei  Fälle  zu  betrachten. 

Erstens:    Es  seien 

n  r 

^F,dn,         2  G,dg, 

m 

zwei  zu  ^1  XidXi  äquivalente  reducirte  Formen  von  geradem  Cha- 
rakter.     Alsdann  ist  identisch: 

n  r 

^FidU-^Gdgi-^, 

eine   Gleichung,  die   nur   n  -\'  r   Diflferentialelemente   enthält.     Eine 

18* 
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ideutisclie  Grleichung  dieser  Art,  in  welcher  die  Coefficienten  der 
Differential elemente  nicht  verschwinden,  kann  nur  mittels  n  -f-  r  Re- 
lationen zwischen  den  Grössen  F,  f,  G,  g  befriedigt  werden.  Yon 
den  beiden  Zahlen  sei  r  nicht  die  grössere;  alsdann  bleiben,  wenn 
man  aus  den  n  -\-  r  Relationen  die  2r  Grössen  G  und  g  eliminirt, 
n  —  r  Relationen  zwischen  den  Grössen  F  und  f  übrig.  Diese  Grössen 
sind  aber  unabhängig  von  einander,  da  sie  in  der  reducirten  Normal- 
form  vorkommen.  Somit  ist  n  ■ —  r  =  0 ,  oder  die  beiden  einem  Diffe- 
rentialausdruck äquivalenten  Normalformen  von  geradem  Charakter 
enthalten  die  gleiche  Anzahl  von  Functionen*). 


*)  Die  Frage  nach  der  AüzaU  von  einander  unabhängiger  Integralglei- 
chungen, infolge  deren  ein  irreducibler  Differentialausdruck 

v^di:,^  +  udu,  +  •  •,•  +«„<?»„ 

identisch  verschwinden  kann ,  ist  bereits  im  §  69   theilweise  betrachtet  worden. 

Jedes  Glied  des  Integralsystems  wird  zu  der  einen  oder  andern  der  drei 
Classen  gehören:  1)  Gleichungen,  welche  nur  die  Variablen  u  enthalten;  2)  Glei- 
chungen, welche  nur  die  Variablen  v  enthalten;  3)  Gleichungen,  welche  die 
Variablen  u  und  v  enthalten.  Das  Integralsystem  möge  so  transformirt  sein,  dass 
keine  Gleichung  der  ersten  Classe  mit  Hülfe  der  Gleichungen  der  zweiten  und 
dritten  Classe  hergeleitet  werden  kann,  mit  andern  Worten,  dass  die  Variablen 
V  nicht  aus  den  Gleichungen  dieser  Classen  eliminirt  werden  können;  dann  zeigt 
eine  leichte  Ueberlegung,  dass  jede  functionale  Verbindung  der  Gleichungen 
des  Integralsystems  zulässig  ist. 

Es  seien  yi,  Gleichungen  von  der  ersten  Classe,  q  von  der  zweiten  und  a 
von  der  dritten  Classe  vorhanden;  alsdann  muss  die  Anzahl  der  in  den  letzteren 
G  -\-  Q  Gleichungen  vorkommenden  Variablen  v  grösser  oder  eben  so  gross  als 
9  -}-  <y  sein,  da  die  Elimination  sonst  stattfinden  könnte.    Offenbar  ist  (i.  ;^  w. 

Werden  die  q  -\-  g  Gleichungen  differentiirt,  so  führen  sie  zu.  q  -\-  g  Re- 
lationen zwischen  den  Differentialalementen  du  und  dv.  Da  die  Anzahl  der 
Elemente  dv  entweder  ebenso  gross  oder  grösser  als  diese  Anzahl  der  Relationen 
ist,  so  kann  aus  letzteren  keine  Relation  oder  kein  System  von  Relationen  ab- 
geleitet werden,  welches  die  Elemente  du  allein  enthielte.  Demnach  sind  die 
einzigen  Gleichungen,  welche  zu  Relationen  zwischen  den  Differentialelementen 
du  führen  können,  diejenigen  der  ersten  Classe,  deren  Anzahl  ft  ist. 

Ist  ft  =  w,  so  sind  wegen  der  Unabhängigkeit  der  Gleichungen  die  Grössen 
u  bestimmte  Constanten,  so  dass 

du^  =  0,  du^  =0,  .  .  .,  du^  =  0 
ist  und  daher  die  Gleichung 

(1)  i\du^  -\-  v.^du^  -\-  •  ■  ■  -\-  v^du^  =  0 

identisch  befriedigt  wird  durch  die  n  Gleichungen : 

u^  =  const. ,  .  .  .,  M„  ^  const. 

Ist  fi  <Ci  n,  so  kann  man  die  fi  unabhängigen   Gleichungen    derart   auf- 


[§  142]  Lie's  Methode.  277 

Zweitens:    Es  seien 

n  r 

2  =  1  V  =  l 

zwei  einem  Differentialausdriick  äquivalente  reducirte  Formen  von  un- 
geradem Cliarakter;  dann  ist  identisch: 

n  r 

(Kf.  -  ^o)  +  2  F,  .//;•  -  ^  G,  dg,  =  0. 

1  =  1  i  =  l 

Diese  identische  Gleichung  ist  von  dem  nämlichen  Typus  wie  vorher; 
sie  kann  daher  nur  mittels  n  +  *'  +  1  Relationen  zwischen  den 
Grrössen  /^  —  (/q,  Fi,  f),  G,-,  g,  befriedigt  werden.  Ist  r  die  nicht 
grössere    der    beiden  Zahlen,    so    behält   man    nach  Elimination   der 


lösen,  dass  fi  von  den  Grössen  u  durch,  die  n  —  (i  übrigen  ausgedrückt  werden, 
etwa  in  der  Form  : 

wo  i  =  1,  2,  .  .  .,  [i  ist.  Setzt  man  für  die  Grössen  u.  ihre  Werthe  in  die 
Gleichung  (1)  ein,  so  geht  dieselbe  über  in : 

Es  bestehen  weiter  keine  Relationen  zwischen  den  Grössen  u  ,  und  daher  keine 
Relationen  zwischen  den  Elementen  du-,  demnach  kann  die  transformirte  Glei- 
chung  nur  identisch  befriedigt  werden  durch  die  Gleichungen 

i=l  ? 

für  p  =  fi-J-l,...,  w.  Dies  sind  im  Ganzen  n  —  (i  Gleichungen;  zusammen 
mit  den  ersten  ^  Gleichungen  bilden  sie  ein  System  von  n  Gleichungen. 

Für  die  allgemeinsten  Formen  der  Functionen  /.  gehören  die  n  —  fi  abge- 
leiteten Gleichungen  sämmtlich  in  die  erwähnte  dritte  Classe  von  Gleichungen ;  es 
wird  jedoch  ein  Glied  der  zweiten  Classe  für  einen  Werth  von  q  vorkommen,  wenn 
sämmtliche   Functionen  f.   entweder   unabhängig    von   u    sind   oder  u    nur  in 

einem  additiven  in  Bezug  auf  u  linearen  Ausdrucke  oder  u  nur  als  linearen 
Factor  enthalten. 

Das  allgemeine  Resultat  ist  daher: 

Ein  irreducibler  Ausdruck 

kann  nur  mittels  eines  Systems  von  n  Integralgleichungen  iden- 
tisch zum  Verschwinden  gebracht  werden. 

Vgl,  Gauss,  Ges.  Werke,  Bd.  3,  S.  235;  Grassmann's  Ausdehnungslehre 
(1862)  S.  352;  Lie  (a.  a.  0.  S.  343). 
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2r  -}-  1  Grössen  f^  —  g^,  G  und  g  aus  diesen  Eelationen  n  —  r  Be- 
ziehungen zwischen  den  Grrössen  F-,  und  fi  übrig.  Diese  Grössen  aber 
sind  von  einander  unabhängig ;  demnach  ist  n  —  r  =  0  oder  die 
beiden  Normalformen  von  ungeradem  Charakter,  welche  einem  Diffe- 
rentialausdruck äquivalent  sind,  enthalten  die  gleiche  Anzahl  von 
Functionen. 

Drittens:  Zwei  einem  Differentialausdruck  äquivalente  reducirte 
Formen  müssen  von  gleichem  Charakter  sein.  Demi  wäre  dies  nicht 
der  Fall  und  sind 

n  r 

^  Fi  dfi ,      d(pQ-\-  ^  ^i  dxpi 

zwei  reducirte  Formen,  welche  demselben  Differentialausdruck  äqui- 
valent sind,  so  ist 

r  n 

^9^0  +  ^  ^i  ^^i  ^  2  Fi  dfi  =  0 

i=l  2  =  1 

eine  identische  Gleichung,  welche  nur  mittels  n  -|-  r  -|-  1  Relationen 
zwischen  den  Grössen  cp,  ^,  f,  F  befriedigt  werden  kann.  Ist  r^n, 
so  ist  diese  Anzahl  von  Relationen  grösser  als  2ii,  so  dass  die  Eli- 
mination der  2n  Grössen  F  und  f  aus  denselben  Relationen  zwischen 
den  Grössen  $  und  (p  ergiebt,  was  nicht  möglich  ist.  Ist  dagegen 
r  <  w,  so  ist  die  Anzahl  der  Relationen  grösser  als  2r  -{-  1,  so  dass 
die  Elimination  der  2r  -f-  1  Grössen  90  und  0  zwischen  ihnen  Rela- 
tionen zwischen  den  Grössen  F  und  /'  ergiebt,  was  ebenfalls  nicht 
möglich  ist.  Demnach  kann  die  obige  identische  Gleichung  nicht 
bestehen  und  somit  können  die  beiden  reducirten  Normalformen  von 
verschiedenem  Charakter  nicht  demselben  Differentialausdruck  äqui- 
valent sein. 

Beispiel.  Man  kann  leicht  den  folgenden  Satz  beweisen,  welcher 
mit  dem  Vorhergehenden  eng  zusammenhängt: 

Wenn  zwei  Differentialausdrücke 

m  n 

^,  XidXi,       ^  Yidyt 
/ = 1  /  ==  1 

(jeder  mit  einer  beliebigen  Anzahl  von  Veränderlichen) 
Normalformen  haben,  welche  von  gleichem  Charakter  sind 
und  dieselbe  Anzahl  von  Functionen  enthalten,  dann  können 
die  Ausdrücke  in  einander  transformirt  werden. 
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Lie's  Beweis    setzt    ni  ^^  n    voraus;    die  Modification    für    diese 
allgemeinere  Form  lässt  sich,  leicht  ausführen. 


§  143. 

Die  Gleichungen^  welche  die  Functionen  in  zwei  einem  gegebenen 
Differentialausdrucke  äquivalenten  reducirten  Normalformen  mit  ein- 
ander verbinden,  werden  von  Lie  aus  den  Resultaten  der  Theorie  der 
Berührungstransformationen  abgeleitet;  dieselben  sind  natürlich  den 
entsprechenden  Gleichungen  in  der  Clebsch'schen  Theorie  analog. 

Wenn  zwei  solche  Formen  von  geradem  Charakter  gegeben 
sind,  z.  B. 

71.  II 

welche  demselben  Ausdruck  äquivalent  sind,  so  dass 

n  n 

^  (^iclgi  =  ^Fidfi 

i  =  X  1  =  1 

ist,  wo  sämmtliche  Grössen  auf  derselben  Seite  der  Gleichung  von 
einander  unabhängig  sind,  so  können  wir  die  bezüglich  der  homo- 
genen Berühnmgstransformationen  erhaltenen  Resultate  (§  139)  an- 
wenden.    Setzt  man : 

i^>  ^J^'^J   [sF^df^         df^dFj^ 

r=l 

so  sind  die  Gleichungen,  welche  von  den  Grössen  G  und  g  erfüllt 
werden : 

{g„  Gj)  =  0  =  ((^,,  Gd 

Es  reicht  aus,  für  die  Grössen  g   solche  homogene  Functionen 
der  Variablen  F  von  der  Ordnung  0  zu  nehmen,  welche  den  Gleichungen 

(.9h  9j)  =  0 
genügen,  und  für  irgend  eine  der  Functionen,  z.  B.  für  g-^ ,  kann  eine 
willkürliche  Function  der  Variablen  f  und   F  angenommen   werden, 
welche  nur  der  Beschränkung  der  Homogeneität  unterliegt. 
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Sind  zwei  reducirte  Formen  von  ungeradem  Cliarakter  gegeben,  z.  B. 

n  n 

1  =  1  /=1 

welche  demselben  Ausdruck  äquivalent  sind,  so  dass 

n  11 

ist,  wo  aUe  Grössen  auf  der  nämliclien  Seite  der  Grleicbung  von  ein- 
ander unabhängig  sind,  so  kann  man  die  bezüglich  der  Cylinder- 
Berührungstransformationen  erhaltenen  Resultate  (§  136)  anwenden. 
Nach  diesen  Resultaten  ist 

-^ü  =  9^0  —  n, 

wo  n  eine  Function  der  Grössen  gcj,  .  .  .,  g?„,  O,,  .  .  .,  0,,  allein  ist, 
und  die  Gleichungen,  welche  von  U  und  den  Grössen  0-, ,  .  .  .,  -^-^  be- 
friedigt werden,  sind: 

(#,,  ^,)==0,      (/7,  ^0  =  ^^^^' 

wo 

dU   dV         dU    cV^ 


ist,  und  die  Grössen  @i,  .  .  .,  ®n  werden  gegeben  durch  irgendwelche 
n  unabhängige  Gleichungen  des  Systems 


?^. 


§  144 

Es  ist  wichtig,  a  priori   die  Anzahl  von  Functionen  zu  be 
stimmen,  welche  in  der  einem  gegebenen  Ausdrucke 

m 


7^1 


äquivalenten  Normalform  vorkommen.  Nach  §  141  kann  dieser 
Ausdruck  entweder  auf  eine  Form  von  geradem  Charakter  oder  auf 
eine  solche  von  ungeradem  Charakter  reducirt  werden. 


[§  144]  Lie's  Methode.  281 

Ist    derselbe    auf   eine    Form    von    geradem    Charakter    reducirt^ 
z.  B.  auf 


^F,df,, 


wo  2n  ^  m  ist,  so  kann  derselbe  nicbt  weiter  reducirt  werden,  wo- 
fern nicht  eine  gewisse  Functionalbeziehung  zwischen  den  Grössen  F 
und  /'  besteht.  Sind  a,  ß,  .  .  .,  q  irgend  2n  Zahlen  aus  der  Reihe 
1,  2,  .  .  .,  in,  so  folgt,  da  die  Jacob i 'sehe  Determinante 

d(f,,  ...,/;,  j-,.  ...,  F,^) 

^(^«'  ^^>  •  ■  •■:  ^o) 

vom  Vorzeichen  abgesehen,  gleich  der  Pf  äff 'sehen  Function  [a,  ß,...,Q] 

n 

ist,   dass  die  Form  ^  Fidf,-  noch  weiter    oder  nicht    mehr    weiter 

reducirt  werden  kann,  je  nachdem  sämmtliche  Pfaff'sche  Functionen 
[a,  ß,  .  .  .,  ^]  verschwinden  oder  nicht. 

Ist  der  gegebene  Ausdruck  auf  eine  Form  von  ungeradem  Cha- 
rakter reducirt,  z.  B.  auf 

>i 

^^9^0  +  ^  ^id<Pi, 
1=1 

wo  2n  -\-  1  <^  m  ist,  so  kann  derselbe  nicht  weiter  reducirt  werden, 
wofern  nicht  zwischen  den  Grössen  cp  und  O  irgend  eine  functionale 
Beziehung  besteht.  Sind  a,  h,  .  .  .,  i,  .  .  .,  l  irgend  2n  -\-  1  Zahlen 
aus  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  m,  so  sind  die  Grössen  q)  und  3>  von  ein- 
ander abhängig  oder  nicht,  je  nachdem  aUe  Jacobi 'sehen  Determi- 
nanten / 

d(x^,  x^^  .  .  .,  x^) 

verschwinden  oder  nicht  verschwinden.  Nun  ist  diese  Jacob i'sche 
Determinante  gleich 

i=^..~  ^""i     ^0  ■  •'  ^^'  '^«'  ^^6'  •  •  •)    ' 

wobei  in  der  neuen  Jacob i'schen  Determinante  V,,  mit  welcher 
-^  multiplicirt  ist,  die  Variable  x,-  wegzulassen  ist.     Daher: 

Wie    vorher    ist    V,    bis    auf   das  Vorzeichen,    welches    für   alle 
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Grössen  V/  dasselbe  ist,  die  Pf  äff  sehe  Function  [.  .  .,  l,  a,  h,  .  .  .] 
von  der  Ordnung  2w .     Somit 

V  =  ±^  X,[...,  1,  a,  l,  ...], 

wo  das  Symbol  der  Pf  äff 'sehen  Function  mit  der  auf  i  folgenden 
ganzen  Zahl  der  Reihe  o ^  h,  .  .  .,  l  beginnt  mid  die  Zahl  i  nicht 
enthält. 

Verschwinden  nicht  alle  von  den  Grössen 

^X[.  ..,  /,  a,  h,  ...], 

i  =  a,6,...,Z 

so  lässt  sich  die  Form  nicht  weiter  reduciren;  verschwinden  sie  da- 
gegen sämmtlich,  so  ist  eine  weitere  Reduction  ausführbar. 

Verbindet  man  diese  beiden  Resultate,  so  erhält  man  die  folgen- 
den Bedingungen,  welche  die  Anzahl  der  Functionen  in  der  redu- 
cirten  Normalform  bestimmen. 

Wenn  sämmtliche  aus  den  Coefficienten  des  Differen- 
tialausdrucks gebildeten  Pfaff'schen  Functionen  von  höherer 
als  der  2n^^^  Ordnung,  aber  nicht  alle  diejenigen  von  der 
Ordnung  2n  verschwinden,  so  enthält  die  reducirte  Normal- 
form entweder  2«  oder  2n  -\-  1  Functionen.  Sie  ist  von  ge- 
radem oder  ungeradem  Charakter,  d.  h.  sie  enthält  2n  oder 
2n  -\-  1  Functionen,  je  nachdem  sämmtliche  Ausdrücke 

^Xi[....,  l,  a,h,...] 

i=:a,b, .  ..,1 

für  j-cde  Combination  von  2n  -\-  1  Zahlen  «,  ~b,  .  .  .,  /  aus  der 
Reihe  1,2,..  .,  n  vers.chwinden  oder  nicht*). 

§  145. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  ein  Differentialausdruck  mit  2n  -f-  g 
Variablen 

i  =  l 

eine  reducirte  Normalform  von  geradem  Charakter 


*)  Lie  selbst  spricht  dieses  Resultat  nicht  aus,  es  kann  aber  aus  seinen 
Untersuchungen  gefolgert  werden;  und  es  ist  einfacher  und  bestimmter,  als  das 
echrittweise  von  ihm  angegebene  Verfahren  (a.  a.  0.  §  3,  S.  352). 
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r  =  l 

mit  2 11  notliwenclig  von  einander  unabhängigen  Functionen  besitzt. 
Nun  verschwinden  niclit  alle  Pf  äff 'sehen  Functionen  von  der  Ordnung 
2m;  es  sei  also  [1,  .  .  .,  2n],  d.  h.  eine  Function,  in  welcher  die  Va- 
riablen der  Differentiation  Xi,  .  .  .,  x-^n  sind,  eine  nicht  verschwindende 
Pf  äff 'sehe  Function.     Dann  giebt  es  unter  den  Grrössen 

/l;    •  •  •}    Inj    -t! \,    •  ■  •;    -tf n,    ^2«  +  !?    •  •  -y    ^'in  +  q 

keine  Relation,  denn  die  eben  erwähnte  nicht  verschwindende  Pfaff- 
sche  Function  ist  gleich  der  Jacobi 'sehen  Determinante  von 

mit  Bezug  auf  x^,  .  .  . ,  x^n-  Ferner  verschwinden  mindestens  zwei 
der  Grrössen  W  in  §  59  nicht;  eine  von  .diesen  sei  W2n,  so  dass  die 
Grrösse 

W2n  =  X^[2,  ...,  2n  —  \-\^X,i^,  ...,  2n—l,  1] 

+  ---  +  X2._i[l,  ...,  2n  —  2] 
von  Null  verschieden  ist.     Es  ist  aber : 


[2,  ...,  2^-1]=  V 


^(^a>4.  F,,tl,  ...,  F„Q 


wobei  a,  />,  .  .  .,  li  irgend  n  —  1  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  n 
sind  und  die  Summation  auf  der  rechten  Seite  sich  auf  die  n  Gheder 
erstreckt,  welche  den  n  Arten  entsprechen,  wie  diese  Zahlen  gewählt 
werden  können.     Weiter  ist: 

Demnach  erhält  man,  wenn  man  diese  Werthe  in  TFa«  substituirt: 


+  F, 


ö  (x-^ ,  a^j  5  .  .  . ,  *2  «  —  i) 


Ö  [X.^  ,   Ä-g  ,    .  .  . ,   ^2  w  —  l) 
+ 

7)(  f      f  f      El     El  ^-Zl\ 

t'  l  /l  )    /2)    •   •    •)    /„5     x-i     >     x-i     7    •    •    •  ?         -nr         I 

7~iu         ^  n  n  n     ' 
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Da   W2n  niclit  verschwindet,   so  verschwindet  auch  die  Jacob i- 
sche  Determinante  nicht  und  daher  sind  die  Grrössen 

T?  F 

117    12}    •  •   • }    /m;     7^~  )    •  •  •  7    ~p        ;    «^ärej    ^2n-}-l}    •••;    ^2n-{-q 
n  n 

von  einander  unabhängig. 

Aualog,    wenn    der   Differentialausdruck    mit    2n  -{-  q   Variablen 
eine  reducirte  Normalform  vom  Charakter 

n 

mit  2n  -\-  1  unabhängigen  Functionen  hat,  so  verschwinden  die 
Ausdrücke 

nicht  sämmtlich.     Ein  solcher  nicht  verschwindender  Ausdruck  sei : 

X,[2,...,2w  +  1]  +  X,[3,  ...,  2^  +  1,  !]  +  ••• +  X2„+i[l,...,  2;/]. 

Ferner  können  nicht  alle  Pf  äff  sehen  Functionen  von  der  Ordnung 
2n  verschwinden,  da  sonst  der  vorstehende  Ausdruck  verschwinden 
würde.  Eine  solche  nicht  verschwindende  Pf  äff 'sehe  Function  sei 
[1,  .  .  .,  2w].     Da  diese  gleich  ist  der  Functionaldeterminante  von 

(p,,  .  .  .,  ^,,  Q„  .  .  .,  0„, 
so  folgt,  dass  die  Grrössen 

von  einander  unabhängig  sind. 


§  146. 

Das  von  L  i  e  angewandte  Verfahren  zur  Bildung  der  Normalform 
besteht  aus  drei  verschiedenen  Arten  von  Operationen.  Die  erste  ist 
die  Transformation  des  gegebenen  Differentialausdrucks,  deren  Normal- 
formcharakter aus  den  in  §  144  angegebenen  Versuchen  gefolgert 
worden  ist,  in  der  Weise,  dass  derselbe  in  einen  unreducirten  und 
bedingungslosen  Ausdruck  mit  der  geringsten,  mit  der  Existenz  einer 
solchen  Form  verträglichen  Anzahl  von  Differentialelementen  über- 
geht. Die  zweite  Operation  ist  die  Herstellung  der  Normalform  jenes 
transformirten  Ausdrucks.  Die  dritte  ist  der  Uebergang  von  dieser 
Normalform  zur  Normalform  des  gegebenen  Ausdrucks.  Dies  Ver- 
fahren der  Herstellung  dieser  letzteren  ist   ein  schrittweises  und  die 
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verscliiedeneu  Operationen  werden  bei  dieser  schrittweisen  Reduction 
in  abwechselnder  Reihenfolge  angewendet. 

Der  Lie'schen  Methode  sehr  nahe  verwandt  ist  die  erste  Methode 
von  Clebsch  (§§  117 — 119),  wenn  man  dieselbe  mit  der  Methode 
von  Mayer  für  die  Lösung  der  dabei  auftretenden  Systeme  partieller 
Differentialgleichungen  combinirt.  Die  charakteristische  Differenz  in 
der  gegenwärtige]!  Methode  ist  die  Anwendung  der  C au chy 'sehen 
Substitutionen  auf  den  Differentialausdi-uck  selbst,  ehe  noch  irgend 
eine  der  Hülfsgieichungen  gebildet  ist. 

§  147. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  man  nach  den  Regeln  in  §  144 
erkainit  habe,  dass  der  Differentialausdruck 

2>i-\-q 
i  =  l 

mit  2n  -\-  q  Veränderlichen  eine  Normalform  von  geradem  Charakter 
mit  2n  Functionen  habe,  z.  B. 

i  —  l 

WO  die  Functionen  f  und  F  von  einander  unabhängig  sind.  Dann 
kann  man  annehmen,  dass  [1,  2,  .  .  .,  2n]  eine  nicht  verschwindende 
Pf  äff 'sehe  Function  (§  145)  von  der  Ordnung  2n  sei  und  dass  auch 
der  Ausdruck 

X,[2,  ...,  2^2-l]  +  X,[3,  ...,  2^.-1,  1] 

H [--^2.-i[l,  .  -  .,  2n  — 2]    • 

nicht  verschwindet.     Es  folgt  dann  hieraus,  dass  die  Grössen 

/■  /•     ^  «— 1 

/l7    •  •  •}    Inj    jT     ,    •  •  .,        T,        ,    X^nj    ^211  +  1)    •  ■  •;    .'^2« +5 
n  n 

von  einander  unabhängige  Grössen  sind. 

Um  ß  in  einen  Ausdruck  mit  2n  Differentialelementen  zu  ver- 
wandeln, machen  wir  die  Substitution 

X-2n  +  lc  =  a2;^  +  i  +   {^2  n  —  0^2  n)  Vk 

für  Ä;  =  1,  2,  . . ,,  g  und  betrachten  die  Grössen  y^  als  unveränderlich*). 


*)  Lie  benutzt  die  Bezeichnung  X  statt  y.  Die  obige  Bezeichnung  ist  an- 
gewendet in  Uebereinstimmung  mit  der  von  Mayer  gebrauchten  (§§  35  u.  41), 
nur  dass  die  erste  Substitution  (welche  nur  identisch,  nämlich  aj^^  =  y)  weg- 
gelassen ist. 
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Wird   X„,  nachdem   die   obigen  Substitutionen  ausgeführt  sind^  mit 
Y/u  bezeichnet,  so  verwandelt  sich  Sl  in  Sl2n,  wo 

2n— 1 
i=i 

Dann  enthält  die  Normalform  von  üo»  2w  Functionen.  Denn  da 
die  zu  iß  gehörige  Pf  äff 'sehe  Function  [1,  .  .  .,  2ii\  nicht  verschwindet 
und  dieselbe  die  Jac'obi'sche  Functionaldeterminante  von  f\,  .  .  .,Fn  in 
Bezug  auf  x^,  .  .  .,  X2n  ist,  so  muss  die  neue  zu  ßa«  gehörige  Pfaff'sche 
Function  [1,  .  .  .,  2n\'  die  Jacobi'sche  Determinante  der  transformirten 
Functionen  f^,  .  .  .,  Fn,  d.  i.  etwa  von  f\^y\  .  .  .,  FJ^y^  in  Bezug  auf 
x.^,  .  .  .,  x%n  sein.  Diese  neue  Jacobi'sche  Determinante  kann  aber 
nicht  verschwinden,  da  sonst  zwischen  den  (möglicherweise)  die 
Grrössen  y  und  a  enthaltenden  Functionen  fx^y\  .  .  ■,  FJ^^  eine  Relation 
stattfinden  würde.  Substituirten  wir  dann  in  den  Grrössen  f^^^^^  . . .,  FJy'> 
für  die  y  ihre  Werthe,  so  würden  sie  übergehen  resp.  m  f^,  .  .  .^  Fn, 
so  dass  die  erhaltene  Relation  übergehen  würde  in  eine  zwischen 
/", ,  .  .  .,  Fn  und  einer  Anzahl  willkürlich  angenommener,  aber  von 
x^,  .  .  .,  X2n  unabhängiger  Constanten  a  und  y.  Dies  ist  aber  durch 
die  Voraussetzung  ausgeschlossen,  dass  EFdf  die  Normalform  von  ß 
ist.  Demnach  besteht  keine  Relation  zwischen  den  Grössen  /'(^'  mid 
F^''\  oder  die  Pfaff'sche  Function  2n*®^  Ordnung  von  ^^n  ver- 
schwindet. Mithin  enthält  die  Normalform  von  ß2„  2 *^ Functionen.  Also: 
Die  Substitutionen 

X%n  +  k  =  «2«  +  *  -\-  {X2n  —  CC2n)yk 

{k  =  l,2,..  .,  q) 

verwandeln   Sl  in  einen  Ausdruck  Sl-zn^    dessen   Normalform 
2n  Functionen  enthält. 

Die  Wichtigkeit  der  Transformation  beruht  auf  dem  Umstände, 
dass  wir  aus  der  Normalform  von  ßo«  die  Normalform  von  Sl  nur 
durch  algebraische  Operationen  herleiten  können.  Wir  gehen  jetzt 
zum  Beweise  hiervon  über. 


§  148. 

Es    werde    also    angenommen,    dass    eine    Normalform    von   ^2n 
lautet : 

WO  die  Grössen  qo  und  0  2n  unabhängige  Functionen  der  Variablen 
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^i;  .  .  .,  X2„  und  der  Grössen  y  und  a  sind,  und  es  werde  die  Normal- 
form  von  Si  durch 

bezeiclmet.     Werden   die  Substitutionen  für  die  Variablen  in  Sl  und 
in  ^Fdf  ausgefülirt,  so  folgt,  dass 

eine  N"ormalform  von  ^2»  ist  und  dass  somit 

Cpl,    .  .  .,    (pn,    ^     ,    ■  ■  -,        ^ 

n  ^  n 

2n  —  1  unabhängige  Functionen  von 
f(y)  fOj) 

/  1       J     •   •   •  7    /  n       7 


n  —  1 


SO 


II  n 

sind. 

Bezeiclmet  man  -—■    mit  fn+^i  für   ^  =  1,   2,  .  ,  .,    n  — 

n 

erhält  man 

Tu    •  •   •■>    In)    ln-\-lj    •  •   •}    l2n—\p    ^in,    •  •  •;    ^2  «  +  7 

als  von  einander  unabhängige  Grössen  und  das  System  der  Gleichungen 

{k  =  0,   1,   .,.,  q) 

besitzt   die   2n  —  1    unabhängigen  Lösungen  /"  =  f^,  f[^,  .  .  .,  f^n—i- 

?  f 
üeberdies  kommt  7^ nur  in  Ad'  vor:   die  Gleichungen   sind  so- 

mit  algebraisch  unabhängig  von  einander. 

Diese  Gleichungen  sind"  linear  und  homogen  in  den  partiellen 
Differentialquotienten  von  f  und  enthalten  nicht  die  abhängige  Vari- 
able /"selbst;  sie  sind  daher  von  dem  Typus,  auf  welchen  die  May  er- 
sehe Methode  anwendbar  ist.  Das  System  enthält  q  -\-  \  Gleichungen 
und  die  Anzahl  der  vorkommenden  Veränderlichen  ist  2w  -^  ^;  ferner 
weiss  man,  dass  es  2w  —  1  (=2w-}-g' — g  —  1)  unabhängige  Lösungen 
giebt.     Das  System  ist  demnach  ein  vollständiges  System. 

Die  Gleichimg 

kann  geschrieben  werden: 


"in-^-h 


s  =  \ 
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wo 


Uk,s  = 


Ki!^ 
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g(/'i>--->/2.-l) 

l  1    •    •    •  »   *'2m  — 1'    ^2n+J; 


[§  148] 


@ 


und  der  Index  an  ds  besagt,  dass  Xs  aus  der  Reihe  der  Variablen  x 
in  der  Determinante  weggelassen  ist,  und  wo  ferner  die  Determinante 

für  alle  Grleicbungen  dieselbe  ist.  Wird  Mayer's  Methode  nebst  den 
einfachsten  Substitutionen  (§  35)  angewendet,  so  ist  die  einzige  Glei- 
chung zur  Bestimmung  eines  Integralsystems 


(H){y) 


2n—l 

iL  .  y  Y^-o 


wo  &^y^  der  Werth  von  ®  ist,  den  man  erhält,  wenn  _  diese  Substitu- 
tionen in  @  ausgeführt  sind,  und  wo  die  Coefficienten  Y  gegeben 
sind  durch  die  Grleichungen : 

Y,  =  Uo,s  +  Vi  üi,s  +  y2U2,s-\ 1-  yci  L\s 


:^(^i>--4«-i) 


iy) 


Es  ist  aber: 


0 


+  yi 


^(/■l,.--,/2»_l) 

) 


und 


d&' 


iy) 


dxg 


d&  \iy) 
Sx„ 


d&   1^^) 


'*2?j+l 


(y) 


+-+y. 


S(fi,-,f2n-l) 


dxo 


d  X, 


+  2/i 


für  ft 


d^ 


d  X. 


2ra+l 


Oj) 


+ 


.  .,  2w  — 1 

+  Vi 


^2>i+g 


iy) 


8& 


dx. 


2n  +  q 


iy) 


Hiernach  erhalten  wir: 


(y) 


und 


Z,  = 


@(i/)  = 


d(f,iy),  ...,.f'ii-0 


d^(x,, 
d(f,iy), 


.) 


f(y) 

■'    /  2n- 


0 


■d(a 


!«  — l) 


SO  dass  die  einzige  May  er 'sehe  Hülfsgieichung  ist 
d(xj,,  . 


■'2k  — 1'   "^2« 


0, 


eine  Grleichung  mit  2w  Veränderlichen,  die  somit  2n  —  1  unab- 
hängige Lösungen  hat.  Ein  evidentes  System  von  Lösungen  ist 
fi^^/)^  .  .  .^  /2^^_i;  irgend  ein  System  von  2w  —  1  imabhängigen  Func- 
tionen dieser  Grössen  ist  ebenfalls  ein  System  von  Lösungen.     Ein 
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solches  System  von  unabhängigen  Functionen  wird  gebildet  durch 
g?^,  .  .  .^  cp,i,  -^,  .  .  .,     " ~  ,   ein  bereits  als   bekannt  vorausgesetztes 

n  II 

System^  da  eine  Normalform  von  Sl^n  als  bekannt  vorausgesetzt  wurde. 

Es  ist  daher  ersichtlich,  dass  ein  vollständiges  Integralsystem 
der  Hülfsgieichung  bekannt  ist. 

Alsdann  wird  nach  May  er 's  Theorem  (§41)  ein  System  von 
Integralen  des  Systems  von  Grleichungen  Ai^f  =  0  gegeben,  wenn 
man  die  Grleichungen  bildet: 

(ft=l,  2,  ...,  2n-l), 

wobei  die  Grrösse  (p,i+Ä  für  ^  steht.     In  diesen  Gleichungen  werden 

II 

die  Variablen  y  durch  ihre  Werthe  als  Functionen  der  Variablen  x 
ersetzt;  die  2« —  1  Gleichungen  werden  dann  nach  den  2n- — ^1  Grössen 
h  aufgelöst  und  ergeben  Resultate  von  der  Form: 

/l/,i   ==  11  ^i  \X^^    .  .   .j   X2n-\-q)  j 

wo  die  Function  auf  der  rechten  Seite  durch  die  Substitutionen 
^2n-\-k  =  cc2n+k  für  k  =  0,  1,  .  .  .,  Q  iu  X/^^  Übergeht.  Dies  sind  die 
Hauptintegrale  des  Systems  der  Gleichungen  A/^f  =  0  und  die  Func- 
tionen fi,  .  .  .,  f2i  —  i  sind  2)1  —  1  unabhängige  Functionen  dieser 
Hauptintegrale. 

§  149. 

Wir  gehen  nun  zur  Herstellung  einer  Normalform  von  Sl   über. 

Es  ist: 

ü  =  ^   XiclXi 

(=1 

=  (fn+iäf,  +  fn+2df,  +  •  •  •  +  f2.-idf.-,  4-  df:,)F,  . 
Substituirt  man  auf  der  rechten  Seite  für  die  Functionen  f^,  ...,f2n  —  i 
ihre  Ausdrücke  in  den  Hauptintegralen  h,   so  kommt  man  zu  einem 
Resultate  von  der  Form: 

2ii  — 1 

Sl  =  Q  ^    Hi(Jl^,   .  . .,  h.2n-i)dhi^ 

wo   Q   und  die  Functionen  H;  unbekannt   sind.     In   dieser  Gleichung 

setzen  wir  X2n  +  ,u  ==  cc^n+jn  für  ft  =  0,  1,  2,  .  .  .,  g;  alsdann  ist 
Jii  =  Xi  und  somit : 

Forsyth,  Theorie  der  Differentialgleichungen.  19 
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2«  — 1 


X,     ^iiP^l,    •  •  •?    ^2«-l;    CC2n,    ■■■,    OC^n  +  ^dXi 
i  =  l 
2»  — 1 

=  Qa^     Hi  (.Tj,    .  .  .,    X2n-l)  dX;  . 
i  =  l 

Dies  ist  nur  eiue  Identität;  somit  erhalten  wir,  wenn  Qa,  naclidem  die 
Grössen  x  durch  die  Grössen  h  ersetzt  sind,  mit  6a  bezeichnet  wird: 

2  a  — 1 
Xi     Xi{K}     •    •    -7    ^2n  —  l,    «2^7    •    •    -j    ()C2n  +  q)dhi 


2n  — 1 


und  daher: 

2w  — 1 
ß  =  —  ^j     Xi(hi,    .  .  .,    Il2,i  —  X,    CC^n,    ■  ■  ■,    CC2,i  +  g)dhi. 

Kehren  wir  zur  transformirten  Form  von  Sl  zurück,  so  ist: 

n 
^2n  =   ^    ^i{x^,.--,X2n-l,X2n,yi,---,yc^d(pi{x^,...,X^n-\,X2n,yir-;yq)- 

2  =  1 

Setzt  man   Xzn^=a2  7i,   daher  x^n+j  =  (!C2n-\-j,   so   erhält   man   als   die 
neue  Form  Ton  ^^n'- 

2re— 1 
Xi     Xi\X\y    ■  •   -y    X2n  —  1,    ß^2«j    •  •  •;    (^2n  +  q)  dX;  ^ 

2=1 

und  daher: 

2m— 1 
Xi    XiK^lj    •  •  •?    ^2«  — 1;    0(,2n,    ■   ■  ■,    CC2n  +  q)dXi 

2  =  1 

n 
=  Zj    ^i{pC^,---,X2n~l,  C^2n,  ^i;  •••;  yq)d^i(x^,  .  .  .,  X2n-1,  «2«,  ?/l,  ■  ■  ■  ,yq)  • 

2=1 

Da  dies  nur  eine  Identität  ist,  so  hat  man  auch: 

2«— -1 

^,   X(Äj,    .  .  .,    ihn-l,    0^2n,    ■  ■  ■,    CC2n  +  q)dhi 

i  =  l 
n 

^2  ^'(^^1'  ■  ■  -y  ^^2«-l,  «2«,  «/i,  •  ■■,y^d(pi{\,  .  .  .,  Il2n-l,  CC2n,  2/i ;  •  •  •;  ^<?)  ; 

2  =  1 

und  daher: 
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Si 


=  -f  ^    ^i(/h,...,h2n-l,CC2„,yi,...,yg)d(pi(h^,...,h2n-l,CC2n,yv-,yg)' 


^   i  =  l 


und  dies  ist  eine  Normalform  des  ursprüngiicli  gegebenen  Ausdrucks. 

Der  Wertli  von  —  wird  gegeben  durch  irgend  eine  der  Glei- 
cnungen : 

n 
X;.  =  -^^   ^i{h„  ...Mn-lyCC2n,yx,  .■■,yq)^(pi{h,  ■■■,'ll2n-l,CC.2n,  y,,-,  ?/<;) 

{1=1,2,  ...,2n  +  q). 

Da  die  Grössen  h^,  .  .  .,  h^n—i  aus  cp  und  ^  durcb  blosse  alge- 
braische Operationen  ableitbar  sind,  so  folgt,  dass  die  oben  gegebene 
Normalform  von  Sl  sich  in  bestimmter  Form  aus  der  Normalform 
des  transformirten  Ausdrucks  ^2«  herleiten  lässt.  Demnach  hängt 
die  Bildung  der  Normalform  eines  bedingten  Dififerentialausdrucks 
von  geradem  Charakter  ab  von  der  Normalform  eines  bedingungs- 
losen Difterentialausdrucks,  in  Uebereinstimmung  mit  dem  folgenden 
von  Lie  herrührenden  Satze: 

Wenn  ein  Differentialausdruck  mit  2m  ~\-  q  Variabein 

2  n-\-q 

^  =^  ^idXi 

2  =  1 

eine  Normalform  geraden  Charakters  mit  2n  Functionen  be- 
sitzt, so  transformiren  die  Substitutionen 

^2«-fA-   =   CC2n  +  k   +   {X2n  «2»)  ^i- , 

WO  die  Grössen  y  unveränderlich  sind  und  /c  =  1,  .  .  .,  g  ist, 
den  Ausdruck  Q,  in  einen  Ausdruck  ^^n  iiiit  einer  ähnlichen 
Normalform.     Ist  / 

n 
i  =  X 

wo  (p  und  0  Functionen  dex  Variabein  x  und  der  Grössen 
a  und  y  sind,  diese  Normalform  von  ^'in,  so  ist  die  Normal- 
form von  iß: 

n 

^x,  ^ii]h,  ■■■,hn-i,  cc2n,yi,  ■  ■  ■ ,  yq)d^i{ih,  ...,/i2„-i,  ci%n,  y^, ■■ -,  yq) , 

i  =  l 

wo  G3  durch  irgend  eine  der  Gleichungen 

n 

Xr  =  co^  0; (Ji ,  a ,  y)  j^  <pi (Ji,  a,  y) 

19* 
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bestimmt  ist  und  die  2n  —  1  Grössen  h,  welche  unabhängige 
Functionen  der  Variablen  und  der  Grrössen  a  und  y  sind, 
durch  die  2n  —  1  Grleichungen 

&(X^,  ...,  0C2n-l,  OC^n,    Vi,  ■■■,  Vg)  =  ^  Qh ,  ■•■,   hn-1  ,    CC^n,  Vi,   •••,    Vq) 

bestimmt  werden,  wobei  das  Functionszeichen  ■9'  der  Reihe 
nach  q)^,  .  .  .,  (pn,  -^ ,  ■  •  ■,     1~^  bezeichnet.    Alsdann  führt  eine 

n  n 

Rückwärtstransformation,  indem  man  wieder  die  y  durch 
ihre  Werthe  in  den  Yariabeln  x  ersetzt,  zu  einem  expliciten 
Ausdruck  für  die  JSTormalform  von  ü. 

Beispiel  1.     Die  Probe  nach  §  144  zeigt,  dass  der  Ausdruck 
{x^x.^  +  x^XQ)dx^  -\-  ix^  +  x.iX^  dx^-\-x^  x^dx^-^x^x^äx^ 

eine  Normalform  von  der  allgemeinen  Gestalt  Fdf  -\-  Gdg  hat.    Weder 

die  Pf  äff 'sehe  Function  [1,  2,  5,  6]  noch  der  Ausdruck 

[l,2]X5  +  [2,  5]X, +  [5,  1]X, 

c 
sind  Null;  demnach  sind  f,g,  -^,  Xq,x.^,  x^  von  einander  unabhängig. 

Substituirt  man 

x.^  =  a-\-y{x,^  —  a),      x^  =^  ß  +  8(x^^  e) 

in  iß  (wo  y  und  s  als  unveränderlich  gelten),  so  wird  die  neue  Form: 

Sl'  =  {x^x^-{-  x.^  x^  dxi  +  (Xj^  +  x^  x^)  dx^  +  {x^  x^  +  x^^)  dx^ 

"4~  ( -^i  «>^5  "j"  ^\  ^2    \~    1    4 y    i~*     1    6 * y  ^ ^Q  ' 

Eine  Normalform  von  ß'  ist: 

x^d(p^  -\-  x^dcp.^j 
wo 

9?^  =  x,x^  +  a^s^^e  +  (i/iS  +  za)xQ  +  «/^(V  —  ^fi^rg) 
ist.     Daher  setzen  wir: 

■^l  "^6  ~r"  "^2  "^6 2    5  "I       1  ^ 


Hieraus  ist: 

.  .)   7^2    «2 

.  . )           \            X, 

(p.,{lh,. 

.  .)  =  Xj^Xq  -f-  X^Xq 

(p,(h„. 

.  .)  =  XyX^  -\-  x^x^  -j-  Xf^X^ 

—   «3«,, 

wo  a«  und  a^  die  Werthe  von  resp.  x^  und  Z4  für  a:^  =  0  sind. 
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Nim  ist: 
i^  =  (0  {^,{h„  .  .  )clcp,{\,.  .  .)  +  ^,{\,  .  .  .)dq,,{h,,  .  .  .)} 

wo  co'  die  Grrösse  03 ^^{h-^,  .  .  .)  bezeiclmet.    Um  co'  zu  finden,  liat  man: 

1      2      1      "^2  "^fi         ■    -A,j 

=  C3'{x^+^Xe), 

daher: 

co'  =  Xj^. 

Ferner  kann  die  Coustante  a^a^  wegen  der  Differentiation  weg- 
gelassen werden  und  demnach  ist  eine  Normalform  von  Si: 

Sämmtliche  äquivalenten  Normalformen  können  durch  die  Gleichungen 
des  §  143  erhalten  werden. 

6 

Aufgabe.  Man  discutire  in  analoger  Weise  den  Ausdruck  y'^  XjdXi, 
wo:  '=^ 

Jv  j  —  Xj^  Xq      ~|~  X2  x^  \P^2    r~  '^4/ 

.^A.9  ^^  X-tX:iX^      I      1^1  Xs\Xo      I     Xi) 

JL3  =  ii'^  a^4Ä;g  -J-  iCg     (^1:^2  -j-  i)/4J 
-0.4  ==  a/j^iCg^/g  +  Xe,Xg{X2  -f-  x^) 

A5  =  X1X2XQ  -f-  X^X^i^X^  -p  -^d/ 
sa.g  ==  iCj  a?g      -j-  X^X^  (X^  ~r"  "^47  • 

§  150. 

Die  homogenen  linearen  partiellen  Differentialgleichungen,  welche 
die  in  der  Normalform  von  Sl  vorkommenden  Grrössen  f^,  .  .  .,  f^n—i 
zu  ihrem  Integralsystem  haben,  enthalten,  in  der  Grestalt  wie  sie  in 
§  148  gegeben  wurden,  explicit  vorkommende  unbekannte  Formen; 
die  Ausdrücke  können  aber  auf  Grund  von  Eigenschaften,  welche 
denen  in  §  145  analog  sind,  derart  trausformirt  werden,  dass  nur  be- 
kannte Formen  vorkommen. 

Das  System  der  Gleichungen  ist: 

J^f^  g(/'l  ,    •  •   •.   /'2»-l'    0  ^^Q. 

Ö(%,    .  .  .  ,    ajgn  — 1'   ^278  +  ^) 

dasselbe  kann  in  der  Form  geschrieben  werden: 
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2?j— 1 

wo 
und 

^d(f,,    .  .   .,   f2n-l) 

ist,  und  wo  in  letzterem  Ausdrucke   der  Index  an  dg  bedeutet,   dass 
Xs  aus  der  Reihe  x-^^,  .  .  .,  x^n—i,  X2n+Jc  weggelassen  ist. 
Im  §  145  hatten  wir  bewiesen,  dass 

ist;  analog  lässt  sich  beweisen,  dass 


"d^(x,,.  .  .,  x.^^^j?) 


r  —  X 


ist,  wo  sich  auf  der  rechten  Seite  die  Summation  auf  diejenigeu 
Grlieder  erstreckt,  für  welche 

r  =  1 ,  .  .  . ,  s  —  1 ,  s  +  1 ,  .  .  . ,  2  n  —  1 ,  2n  -\-li 
ist.     Setzen  wir  daher 

11  ==  zF 

^  n 

für  jede  der  Grössen  z,  so  gehen  die  Grleichungen  über  in: 

2w— 1 

(/.  =  0,  1,  ...,g)*) 

und  in  dieser  Form  der  Gleichungen  sind  sämmtliche  Coefficienten 
der  Ableitungen  von  /"  ausgedrückt  durch  die  in  ü  vorkorri Tuenden 
Grössen  X.  Insbesondere  kann  die  dem  Werthe  li  =^  0  entsprechende 
Gleichung  des  Systems  {Ä)  geschrieben  werden,  wie  folgt: 

s==X  * 


*)  Diese  Gleichungea ,  ausser  derjenigen  für  Je  =  0,  sind  von  Lie  nicht 
gegeben  worden;  jede  derselben  enthält  nur  2«  partielle  Differentialquotienten, 
an  Stelle  von  2^+1  solchen,  wie  es  bei  den  folgenden  Gleichungen  und  beim 
Clebsch'schen  System  der  Fall  ist. 
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indem  wir  y^  statt  ^o,«  schreiben;  dieselbe  ist  implicit  die  nämliclie, 
wie  das  System  von  Grleicliungen,  welche  bei  der  Pfaff'schen  Re- 
duction  vorkommen,  und  wie  die  erste  Grleichung  in  dem  System  von 
Clebsch*). 

§  151. 

Um  die  Reduction  eines  Differentialausdrucks,  welcher  eine  ISTor- 
malform  von  geradem  Charakter  hat,  zu  vollenden,  bleibt  nur  noch 
die  Normalform  eines  bedingungslosen  Differentialausdrucks  mit  einer 
geraden  Anzahl  von  Variabein  zu  bilden  übrig. 

Ein  solcher  Ausdruck  sei: 

Sl^n  =  Xj^dXi    +   X^dx^   +   •  •  •  +  X2ndX2n- 


*)  Die  übrigen  Gleichungen  in  dem  System  von  C  leb  seh  können  folgen- 
dermassen  erhalten  werden:  Die  Gleichungen 

(ä;  =  1,  2,  ...,2) 
werden  befriedigt   durch  f  =  f^,  .  .  . ,  f^,  i\  ,  .  .  . ,  F^,    d.  h.    sie  stellen    ein 
System  von  g  Gleichungen  zwischen  2n  -{-  q  Variabein  mit  2n  von  einander  un- 
abhängigen Lösungen  dar  und  sind  demnach  ein  vollständiges  System.     Nun  ist 

in  B,  f  der  Coefficient  von  -k — : 

8(X^,    .  .  .  ,    a;^_i,    ^s+l  >••■■>    ^2n'  *2re  +  /t) 

=  [l,...,s—  l,s+l,  .  .  .,  2n,  2n  -\-  ]c], 
also  eine  Pf  äff  sehe  Function  von  der  Ordnung  2n,  und  somit  ist  die  Gleichung: 

2n,2n-\-k 

5,/-=  2^1^  [1,  ...,  s-1,  s  +  1,  ...,  2«,  2w  +  Ä]  =  0, 

und  jede  dieser  Gleichungen  enthält  2n  -{-  1  Ableitungen  von  f. 

Mit  Hülfe  der  Eigenschaften  der  Determinanten  lässt  sich  beweisen,  dass 
diese  Gleichungen  identisch  sind  mit  dem  Clebsch'schen  System  analoger  Glei- 
chungen. Wie  bei  der  Theorie  von  Clebsch,  werden  die  Grössen  f^,  . . . ,  f^n^i 
durch  die  q  Gleichungen 

B,/-=0,         B,f==0,  .  .  .,  B/=0 
in  Verbindung  mit 

2ra 

welche  ebenfalls  ein  vollständiges  System  bilden,  bestimmt. 
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Alsdann  ist  die  einzige  partielle  Differentialgleicliung,  welche  die  n 
Functionen,  die  die  Differentialelemente  der  Normalform  geben,  sowie 
die  n  —  1  von  einander  unabhängigen  Verhältnisse  der  Coefficienten 
dieser  Differentialelemente  bestimmt,  die  folgende: 

wo  wie  oben 

2n 
s=l 

ist    und   s  +  l,....s  —  1   die  Zahlen    1,2,...,  2n    in    cyklischer 
Aufeinanderfolge  mit  Wegiassung  der  Zahlen  s  und  r  und  beginnend 
mit  der  auf  s  zunächst  folgenden  ganzen  Zahl  sind. 
Ein  Integral  dieser  Differentialgleichung  sei: 
g^{x^,  .  .  . ,  cc^ „)  =  const.  =  0^, 
und  es  werde  angenommen,  dass  diese  Grleichung  nach  3C2a  aufgelöst 
sei,  so  dass  x^n  explicit  dargestellt  ist  in  der  Form: 

Ä^2  ?z  =  71  (^1  j    •••7    ^2ra  — Ij    Cl\)  • 

Wird  diese  Substitution  für  2-2 «  in  "^2«  ausgeführt,  so  geht  ^2« 
in  einen  Differentialausdruck  mit  2«  —  1  Variablen  über,  z.  B.  in 
1^2 „_i,  dessen  Normalform  2n  —  2  Functionen  enthält.     Ist 

und  ersetzt  man  a^  überall,  wo  es  vorkommt,  durch  g^{x^,  .  .  . ,  X2 «) , 
so  wird: 

^2«  =  ^i^g?!  +  •  •  •  +  ^n-id(pn-i  +  Gidgi, 
wo  Gl   ohne  Weiteres  gefunden  werden  kann,   wenn  die  Normalform 
von  Sl-2n—i  bekannt  ist.  ' 

Da  die  Normalform  von  Sl2n—i,  welche  2ii —  1  Variabein  enthält, 
nur  2n  —  2  Functionen  hat,  so  wenden  wir  wie  in  §  147  eine  einzige 
Substitution  an  und  verwandeln  sie  in  einen  bedingungslosen  Aus- 
druck Ü2re— 2,  aus  dessen  Normalform  diejenige  von  iß^«  — 1  nach  der 
Methode  des  §  149  abgeleitet  werden  kann. 

Der  neue  Ausdruck  wird  in  der  nämlichen  Art  behandelt,  wie 
^2n,  und  so  weiter  fort,  bis  man  zu  einem  Ausdruck  zwischen  zwei 
Variablen  allein  gelangt,  welcher  dargestellt  werden  kann  in  der 
Form:  Gndgn- 

Die  Combination  der  drei  Operationen,  durch  welche  die  Normal- 
form von  Sl^n  von  derjenigen  von  ^2»  — 2  abhängig  gemacht  wird, 
nämlich  1)  die  Ableitung  irgend  einer  Lösung  der  Hülfsgieichung  für 
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^in,  2)  die  Substitution  des  Wertlies  einer  Variablen  mittels  jener 
Lösimg  in  ^^n,  3)  eine  einzige  Caucliy'sclie  Transformation  ange- 
wendet auf  den  durch  (2)  transformirten  Ausdruck,  möge  eine  Re- 
duction  von  der  Ordnung  2n  genannt  werden. 

§  152. 

Die  Lie'scbe  Methode  für  die  Reduction  eines  Pfaff- 
scben  Ausdrucks  £1  zwischen  2n  -\-  ([  Variablen,  welcher  eine  Nor- 
malform geraden  Charakters  mit  2n  Functionen  besitzt,  ist  demnach 
allgemein  die  folgende: 

Der  Ausdruck  Sl  wird  durch  q  Cauchy'sche  Transforma- 
tionen auf  1^2»  transformirt;  mittels  einer  Reduction  von  der 
Ordnung  2n  wird  ^^n  auf  Sl-in—^,  mittels  einer  Reduction  von 
der  Ordnung  2n —  2  wird  ^2«— 2  auf  ißä«— -1  zurückgeführt  und 
so  weiter  fort,  bis  man  einen  Ausdruck  ß,  findet.  Wird 
dieser  auf  ein  einziges  Glied  transformirt,  so  gelangt  man 
durch  bestimmte  und  explicite  Operationen  zu  den  Normal- 
formen   von    Ü4,    ß^,    ...,    Slin,    ^2n-\-q- 

§  153. 
Wir  gehen  nun  zur  Erörterung  der  Annahme,  welche  den  zweiten 
der  in  §  147  angegebenen  Fälle  bildet,   über,  nämlich  dass  der  Dif- 
ferentialausdruck 

ii  =  ^  Xi  dXi 

1=1 

nach  Ausweis  der  Probe  des  §  144  eine  Normalform  von  ungeradem 
Charakter  mit  2n  -\-  1  Functionen  besitzt,  etwa:  ' 

n 
,  =  l 

Die  Methode  ist  dieselbe,  wie  die  bereits  in  den  §  147  bis  §  152 
benutzte.    Da  die  analytischen  Einzelheiten  der  Beweise  der  verschie- 
denen Resultate    denen   in   der  eben  vollendeten  Untersuchung  sehr  # 
ähnlich  sind,  so  wird  es  ausreichen,  bloss  diese  Resultate  anzuführen. 

§  154. 
Es  wird  vorausgesetzt  (§  145),  dass 

2n_+l 
^X[S+1,...,S-1] 
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nicht  verschwindet  und  dass  der  Coefficient  von  ^^„-i-i  in  diesem 
Ausdruck,  d.  i.  die  Pf  äff  sehe  Function  [1,  2,  .  .  .,  2n']  ebenfalls  von 
Null  verschieden  ist- 

1)  Werden  die  Substitutionen 

X2n  +  k  =  CC2n+k  +  (^2«+l  ' CCin  +  lJ^k 

{k=2,...,q) 
auf  Sl  angewendet,  so  wird  dadurch  Sl  in  einen  Ausdruck  Slßn+i  mit 
2w  -j-  1   Variabein    transformirt,    dessen  Normalform    2«  -f  1    Func- 
tionen enthält. 

2)  Es  sei  eine  Normalform  von  üL  +  i  die  folgende: 

n 
i  =  l 

WO  die  Grössen  cp  und  ^  Functionen  der  Variabein  x^,  .  .  . ,  X2n+i 
und  der  Grössen  y  und  a  sind;  man  löse  sodann  die  2n  Gleichungen 

(pi(Xj^,  ...,  X2n,X2n  +  l,  «/g,  •••,  Vg)  =  ^iQhj  ••;  ^^^n,  «2«  +  l,  V^,  -■.,  Vq) 
^i{x^,  ...,X2n,  X2n  +  1,  ^/g  ,  •••,  Vq)  =  ^iQh,  ■■■>  hn  ,  «2m+1;   t/2,  ■■■,  Vq) 

nach  den  2n  Grössen  h^,  ...,  li^n  auf,  so  dass  dieselben  dargestellt 
werden  als  Functionen  der  Variablen.  Sind  die  Werthe  derselben  ge- 
funden, so  ersetze  man  darin  die  y  durch  ihre  Werthe  in  den  Va- 
riablen X.     Erhält  man  so  die  Gleichungen 

'h^i  =  ^V(^1J  •  •  •;  ^2n  +  g)  (iW-  =  1,  2,  .  .  .,  2n), 

so  ist  eine  Normalform  des  ursprünglich  gegebenen  Ausdrucks: 

n 

^9^0  +  ^   ^iQh,---7hn,CC2n  +  l,ij2,---!yq)d<Pii\,---,h2n,CC2n  +  l,y2}'--,yg)} 

i=X 

wo  cPq  bestimmt  wird  dujch  eine  Quadratur: 

/■■'   1 2  n-f  ?  n  -, 

3)  Es  bezeichne  Q'k.s  die  Pf  äff 'sehe  Function  [s  +  1 ,  . . .,  s. —  1], 
wo  s  +  1,  .  .  .,  s  ■ —  1  die  Zahlen  1,2,...,  2n,  2n  -]-  h  in  cyklischer 
Reihenfolge  unter  Weglassung  von  s  und  von  der  auf  5  in  der  Reihe 
zunächst  folgenden  angefangen  sind.  Alsdann  ist  das  System  von 
q  Gleichungen,  welche  f^,  .  .  .,fnj  Fi,  .  .  .,  F„  zu  ihrem  Integral- 
system haben,  das  folgende: 

s=l  «  'in-i'k 

4)  Um  die  Normalform  eines  bedingungslosen  Ausdruckes  ßsn-i-i 
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mit  2n  -\-  1  Variablen  zu  erlialten,  hat  man  eine  Reilie  von  Reduc- 
tioneu  wie  in  §  152  auszufüliren. 
Es  sei  irgend  ein  Integral 

der  einzigen  Hülfsgleicliung 

2  «4-1 

gefunden  und  nach  X2n+i  aufgelöst  in  der  Form: 

Wird  der  aus  dieser  Grieichimg  sich  ergebende  Werth.für  X2n+i 
in  ißan+i  eingesetzt,  so  enthält  der  neue  Ausdruck  nur  2n  Variablen 
und  seine  Normalform  2n  —  1  Functionen.  Wendet  man  auf  diesen 
neuen  Ausdruck  eine  einzige  Cauchy'sche  Substitution  an,  wie  oben, 
so  erhält  man  einen  Ausdruck  ^2«  — i  niit  2n  —  1  Variablen,  dessen 
Normalform  2n  —  1  Functionen  enthält,  d.  h.  einen  Ausdruck,  welcher 
keiner  Bedingung  unterliegt.  Diese  Gruppe  von  Operationen,  vermöge 
deren  wir  im  Stande  sind  von  ^2n+i  zu  Sl-2n—i  überzugehen,  kann 
eine  Reduction  von  der  Ordnung  2n  -f-  1  genannt  werden. 

5)  Wird  eine  Reduction  von  der  Ordnung  2n  -\-  1  auf  ^2,2+1 
von  (1)  angewendet,  so  gelangt  man  zu  1^2«— 1;  eine  Reduction  von 
der  Ordnung  2n  —  1  auf  ^2«  — 1  angewendet,  führt  zu  ^2»— 3  u.  s.  w., 
bis  man  zu  ü/  kommt,  welches  ein  vollkommenes  Differential  ist. 
Alsdann  führen  endliche  Operationen  zu  den  Normalformen  von 
ß/,  ßg',  ...,  ^2«+!    und    somit    nach    (2)  zu   der  Normalform  von 

Beispiel.  Als  eine  unmittelbare  Folgerung  der  Li e 'sehen  Methode 
für  einen  Pf  äff 'sehen  Ausdruck  ergiebt  sich  ein  Verfahren  zur  Inte- 
gration einer  exacten  Gleichung. 

Es  sei 

n 

?=i 
eine  exacte  Gleichung,  so  dass  der  Differentialausdruck  auf  der  linken 
Seite  auf  die  Form  @d^  gebracht   werden  kann.     Wendet  man   die 
Substitutionen 

für  r  =  0,  .  .  .,  m  an,  so  nimmt  der  Ausdruck  die  Form  an: 

Y^r/.fj  -|-  Y;^dx^. 
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Es  sei: 

wo  (p  imcl  ^  Functionen  von  x^ ,  x^   und  der  Grrösseu  a  und  //  sind. 
Löst  man  dann  die  Gleichung 

q){x,,  x^,  y.^,  .  .  .,  !/„,)  =  (p{cc^,  h,  y^,  .  .  .,  y^) 

nacli  li  auf  und  eliminirt  die  Grrössen  y  aus  dem  Ausdruck,   so  folgt 
unmittelbar  aus  der  allgemeinen  Theorie,  dass 


2 


Xidxi  =  Hdh 


ist,   wo  H  eine  gewisse  Function   ist,   die   sogleicli  aus  irgend   einer 
der  Grleichungen 


bestimmt  werden  kann.     Demnacli  wird   ein  Integral   der  Gleichung 
gegeben  durch 

h  =  const., 

und  diesem  sind  sämmtliche  Integrale  äquivalent  (§  3). 


11.  Kapitel. 
Methode  von  Frobenius. 


Die  üntersucliuiigen  von  Frobenius  über  die  Formulirung  und 
Auflösung  des  Pf  äff 'sehen  Problems*)  bescbäftigen  sicli  mehr  mit 
der  allgemeinen  Theorie  der  Reduction  des  Differentialausdrucks  auf 
eine  Normalform  als  mit  der  Litegration  der  bei  der  Reduction  auf- 
tretenden Gleichungen  und  das  Interesse  an  denselben  liegt  haupt- 
sächlich in  dem  rein  algebraischen  Zusammenhange  der  Anzahl  der 
Grlieder  in  der  reducirten  Form  mit  den  von  den  Coefficienten  des 
ursprünglichen  Ausdrucks  befriedigten  kritischen  Bedingungen,  deren 
Anzahl  und  Form  dieselbe  ist  wie  bei  der  Natani 'sehen  Methode.    • 


§  155. 

n  n 

Der  Ausdruck  ^  Xiäxi  gehe  in  ^^  ^i  dxl  über  mit  Hülfe  der 

i  =  l  !  =  1 

Transformationsgleichungen : 

JUi  Jyi  y^i  7    '  '   '  7       '^   )  7 

so  dass,  wenn  X;  ,•  den  Quotienten  ^ —  bezeichnet,  die  Differentialele- 
mente  durch  die  linearen  Relationen  verbunden  sind: 

dXa  =  ^  Xa,idXi         {a  =  1,  .  .  . ,  n) . 


(=1 


In  der  Gleichung 


*)  Der  Haupttheil  seiner  Darlegung  ist  enthalten  in  der  Abhandlung 
„Ueber  das  Pf  äff 'sehe  Problem",  Crelle's  J.  Bd.  82  (1877)  S.  230—315;  andere 
Erweiterungen  wurden  von  ihm  in  einer  andern  Abhandlung  „Ueber  homogene 
totale  Differentialgleichungen",  Crelle's  J.  Bd.  86  (1879)  S.  1—19  gegeben. 
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n  n 

^,  Xi  dXi  =  ^  X/  dx- 

i  =  l  i  =  l 

sind  die  Variationen  dx  (und  daher  ebenfalls  die  Variationen  dx) 
willkürlich  uud^  soweit  die  Variationen  in  Betracht  kommen,  von 
einander  unabhängig,  so  dass,  wenn  dx  (und  somit  8x')  andere  Va- 
riationen sind,  ebenfalls  die  Grleichung  gilt: 

n  n 

X,  Xidxi  =  ^  XI 8xi . 

i  =  l  (=1 

Nehmen  wir  nun  die  Variationen  eines  jeden  dieser  beiden  Paare 
gleicher  Grössen  in  der  Form 


d  ^  (XidX;)  ==  ^  2^  (Xi'dXi) 
i  =  l  i=l 

n.  n 

d  ^  (Z,  dx,)  =  d  yj  {X;  8x[) 
so  erhalten  wir: 

n  n  n  n  ■ 

d  ^,  XidXj  —  d ^.  XidXi  =  d  ^,  X-'  dx(  —  d ^,  X/dx/; 

1  =  1  2  =  1  (  =  1  1  =  1 

oder,  da  wegen  der  Willkürlichkeit  der  Variationen 

ddx  ^=  ddx 
ist,  so  folgt 

n  n 

^(dXidXi  —  dXidx,)  =  ^(dX/dx/  —  dX/dxi)     ' 

!  =  1  t  =  l 

und  daher: 
■^/oX.  dX.  \         yr^/dX'.        ,        ,        dX'. 

^^  \Wx   ^"^i    "^3        Q^    aXj 0Xij=^ ^^  \f)x'      -^  8 x'      "^ 

i^j  3  3  i  ,J  ^  ^ 

somit : 

y^ .   Chi  j  aXi  O  Xj  — '      y^ .  ^2, 7*  OjXi    O  Xj 

«  i,j  i,3 

und  diese  Grleichung  ist  eine  nothwendige  Folge   der  ursprünglichen 
Gleichung  zwischen  den  Variationen.     Demnach  ist  der  Ausdruck 

eine  dem  ursprünglichen  Differentialausdruck  associirte   bilineare  Co- 
variante. 
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Nimmt  man  eine  dritte  Variation  Aa;^  welche  von  den  beiden 
bereits  angewendeten  verscbieden  und  unabhängig  ist,  und  gehen 
wir  wie  oben  von  den  Grleichungen  aus 

A  ^a,-, }  dXi  dxj  =  A  ^a'ij  dx[  dx/ 

d  ^üijAxiäXj  =  8  ^a'ij  Axi  dxj 

d  'Sttj^i  dXiAxj  =  d  ^  a'i^j  öxfAxf, 

so  ist,   wenn  man  sie   zu  einer  trilinearen  Covariante   combinirt,  der 

Coefficient  von  dxidxj  Axk 

8a,  .        da.^j,         8a,.  , 


8x^.     '      8x.     '      8xj 

und  daher  gleich  Null.  Demnach  verschwindet  die  trilineare  Cova- 
riante für  den  Pfaff'schen  Ausdruck  und  ebenso  alle  nachfolgenden 
mehrlinearen  Covarianten*).  Wir  brauchen  daher  nur  den  linearen 
Ausdruck 

SXdx 

(welcher  zugleich  ^Xdx  in  sich  enthält)  und  den  bilinearen  Ausdruck 

welche  beide  Covarianten  vom  Index  Null  sind,  zu  betrachten. 

Das  ursprüngliche  System  linearer  und  bilinearer  Ausdi'ücke  wird 
dem  transformirten  System  äquivalent  genannt. 

§  156. 

Ersetzt  man  nun  dxi  durch  Ui  und  dxi  durch  V;,  so  dass  die  u 
und  V  zwei  Systeme  von  Variablen  sind,  die  unabhängig  von  einander 
sind  und  durch  die  nämlichen  Substitutionen 

n 

_  V        ' 

Ucc  —    y^ I  X(x,  i  Ui 
1  =  1 

transformirt  werden,  so  sind  die  ursprünglichen  Formen: 

n 
a=l 

^  aijUiVj. 


*)  In  Betreff  bilinearer  Ausdrücke  und  zugehöriger  Covarianten,  die  mit  den 
linearen  Pfaff'schen  Functionen  in  keinem  Zusammenhange  stehen,  vgl.  Chri- 
stoffel, Crelle's  J.  Bd.  70  (1869)  S.  46—70,  Lipschitz  ebenda  S.  71—102. 
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Werden    dieselben    den    vorstellenden   linearen  Transformationen 
unterworfen,  so  nehmen  sie  die  analogen  und  äquivalenten  Formen  an: 

n 
a=l 

^  a-j  ui  v/  , 

i-j 
WO 

n 

i  =  l 

n 

'  —  V 

Wir    haben    daher    eine  bloss   algebraische  Transformation   zwischen 
äquivalenten  Systemen  zweier  simultanen  Formen. 

Betrachten  wir  nun  die  umgekehrte  Frage   und  nehmen  wir  an, 
dass  zwei  simultane  Formen 

n  

X,   ^a  Uä  ,  ^   a'ijUiVj' 

den  beiden  Formen 

n 


hJ 


äquivalent  sind,  so  müssen  wir  zunächst  alle  algebraischen  Transfor- 
mationen suchen,  welche  diese  Aequivalenz  möglich  machen.  Indessen 
folgt  nicht,  dass  eine  solche  algebraische  Transformation  zu  einer 
Differentialtransformatioh  führt,  welche  die  Gleichipig  giebt: 


2 


Xi  dxi  ==  y,  Xj'  dxl . 


Die  algebraische  Transformation  ist  für  unsern  Zweck  nur  dann  von 
Nutzen,  wenn  die  Ausdrücke  für  die  DiJßferentialelemente  dx  auch  für 
die  aus  derselben  abgeleiteten  Differentialtransformationen  vollkom- 
mene Differentiale  bleiben.  Ist  dies  der  Fall,  so  ergiebt  sich  noth- 
wendig  wieder  die  bilineare  Differentialcovariante. 

Es  ergiebt  sich  daher,  dass,  um  die  Transformation  eines  Pfaff- 
schen  Ausdrucks  nach  dieser  Methode  auszuführen,  die  Untersuchung 
in  zwei  Theile  zerfällt;  der  eine,  rein  algebraische,  ist  die  Ableitung 
sämmtlicher  Substitutionen,  welche  ein  System  von  zwei  Formen 
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n 

in  ein  äquivalentes  System  verwandeln,  der  andere  ist  eine  Unter- 
suchung der  analytischen  Eigenschaften  solcher  Transformationen, 
wenn  dieselben  in  differentiale  Substitutionen  verwandelt  werden. 

§  157. 
Werden  die  linearen  Substitutionen  in  der  bilinearen  Form 


W=  ^  ttijiiiVj 


ausg-eführt,  um  dieselbe  in 


r      t 


ZU  transformiren,  so  sind  die  Coefficienteu  der  beiden  Formen  durch 
die  Relationen  verbunden 

n 

'   —  V 

^/,  j  y^i   '^a,  i  ^ß,j  05«,  ß  ; 

a,  fS 

und  jede  Determinante  m^^^  Ordnung  in  den  Coefficienteu  a^j  ist  eine 
homogene  lineare  Function  der  m^^^  Ordnung  in  den  Coefficienteu  a,-,^-. 

Die  Umkehrung  dieser  Beziehung  findet  statt,  wenn  die  umge- 
kehrten Substitutionen  auf   W  angewendet  werden. 

Demnach  verschwinden  die  Determinanten  jeder  Ordnung  in  den 
Coefficienteu  a'ij  gleichzeitig  mit  denjenigen  der  nämlichen  Ordnung 
in  den  Coefficienteu  aij  und  daher  ist  die  höchste  Ordnung,  für 
welche  die  Determinanten  der  Coefficienteu  nicht  verschwinden,  dieselbe 
sowohl  für  den  transformirten  wie  für  den  gegebenen  bilinearen  Aus- 
druck, d.  h.  die  höchste  Ordnung  der  nicht  verschwindenden  Deter- 
minanten der  Coefficienteu  ist  eine  Invariante  für  die  linearen  Sub- 
stitutionen. 

Um  die  simult;ine  Transformation  der  Formen 

n  n  n 

i,j  i=l  1  =  1 

ZU  behandehi,  ist  es  zweckmässig,  eine  neue  bilineare  Form  zu 
bilden: 


0  = 


V 


n  n 


i,  j  ?■  =  1 
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[§  158] 


in  welcher  Ä  eine  willkürliclie  sich  nicht  ändernde  Grösse  bezeichnet 
und  die  neuen  Variablen  den  Transformationen 

Un  +  i  =  U„^l,  Vn  +  i  =  Vn+i. 

unterworfen  werden.  Alsdann  ist  die  Ordnung  der  höchsten  nicht  ver- 
schwindenden Determinanten .  in  den  Coefficienten  von  &  eine  Inva- 
riante für  die  linearen  Substitutionen. 


§  158. 

Nun  sind  alle  diese  Determinanten  Minoren  der  vollständigen 
Determinante  von  der  Ordnung  n  (im  zweiten  Falle  von  der  Ordnung 
n  -\-  1),  welche  sämmtliche  Coefficienten  enthält^  und  somit  giebt  es 
im  vorliegenden  Falle  zwei  invariante  ganze  Zahlen.  Die  erste^  z.  B. 
m,  ist  die  Ordnung  des  höchsten  nicht  verschwindenden  Minors  in 
der  schiefen  Determinante 


Ai  = 


«1, 1  7        ÖJl,  2  7     •    •    •  7         Ö5l, , 
'^a,  1  7       Cl2,2  ,    •  ■   ■  ,       (^2,1 

(^n,  1  7        (^n,  27    •   ■   •  )        (^n, 


Die  zweite  Zahl,  z.  B.  m\  ist   die  Ordnung   des  höchsten  nicht 
verschwindenden  Minors  in  der  Determinante: 


<^i,  1 7     <^i,  2  7 

0^2, 1  j       <^2,  2  7 


«2, 


Xo 


f^n,  X  7       (^n,  2  }    •  •  •  7       ^n,  n  7       -^n 
-^1    }        -^2    >    •  ■  ■  }        -^n    7       ^ 

wo  Ä  willkürlich  ist.  Nun  hängt  aber  diese  Ordnung  nicht  ab  von 
dem  Werthe  der  willkürlichen  Grösse  und  muss  dieselbe  sein,  welcher 
Werth  auch  immer  der  Grösse  Ä  beigelegt  werden  mag.  Nehmen 
wir  diesen  Werth  gleich  Null  an  und  verändern  wir  die  Vorzeichen 
sämmtlicher  Glieder  in  der  letzten  Zeile,  um  die  Determinante  auch 
explicit  als  schiefe  Determinante  darzustellen,  so  erhalten  wir  die 
zweite  invariante  ganze  Zahl  in  als  die  Ordnung  des  höchsten  nicht 
verschwindenden  Minors  in  der  schiefen  Determinante: 

<^l,  1     7  ö^l,  2     7    •   •   •  7  <^l,  re    7        -A.1 

0^2, 1     7  0^2, 2     ,    ■  ■  ■  j  0.2,  n    ,        ^2 


A2  = 


(^n,  1    7 


Cl'n,2    7 

-Xg, 


Xn 


0 
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Die  Zahlen  m  und  m'  müssen  gerade  sein.  Denn  unter  den  nicht- 
verscliwindenden  Minoren  dieser  Ordnungen  muss  es  Hauptminoren 
geben,  welches  schiefe  Determinanten  sind,  da  A^  und  Ag  solche 
schiefe  Determinanten  sind.     Irgend  eine  derselben  für  A^  sei: 

ßl,  1  ;        0,1,2  ,•■■  ,        0,1,71 
02,1  ,        <^2,  2   ?     •   •   •  7        Ö^S,?) 


Om,  1 }         Ojfi,  2  ;     •    •    •  ;         Oj] 


dann  muss  ihre  Ordnung  gerade  sein,  und  daher  bezeichnen  wir  m, 
die  zu  Aj  gehörige  invariante  ganze  Zahl,  mit  2r.  Analoges  gilt 
für  m,  die  invariante  zu  A^  gehörige  ganze  Zahl.  Nun  kann  m' 
nicht  kleiner  sein  als  2r  und  es  kann  nicht  grösser  sein  als  2r  -{-  2, 
da  sonst  alle  Determinanten  von  einer  höheren  Ordnung  als  m  -\-  2 
nicht  verschwindende  Minoren  von  einer  höheren  Ordnung  als  m  haben 
würden,  die  zu  gleicher  Zeit  Minoren  von  A^  wären. 

Wenn  alle  Unterdeterminanten  in  Ag  von  der  Ordnung  2r  -\-  2 
verschwinden,  so  verschwinden  auch  alle  von  der  Ordnung  2r -\-  1, 
so  dass  m',  wenn  es  nicht  gleich  2r  -f-  2  ist,  gleich  2r  sein  muss,  da 
nach  der  Voraussetzung  über  A^  die  Minoren  von  Ag  von  der  Ord- 
nung 2r  nicht  sämmtlich  verschwinden  können. 

Somit  ergeben  sich  zwei  Fälle: 

1)  Während  die  invariante  Zahl  von  A^    2r  ist,  ist  die 
von  A2    2r  -{-  2- 

2)  während  die  invariante  Zahl  von  A^    2r  ist,  ist  die 
von  Ag    2r . 

Wenn  wir,  anstatt  die  beiden  invarianten  Zahlen  jedes  der  Fälle 
zu  betrachten,  nur  ihr  arithmetisches  Mittel  betrachten,  so  reicht  dies 
Mittel  aus,  um  die  beiden  Zahlen  zu  bestimmen.  Denn  ist  dasselbe 
eine  gerade  Zahl,  so  sind  die  beiden  invarianten  Zahlen  gleich  und 
es  findet  der  zweite  Fall  statt;  und  ist  das  Mittel  eine  ungerade  Zahl, 
so  sind  die  beiden  invarianten  Zahlen  ungleich  und  es  findet  der  erste 
Fall  statt.  Hiernach  braucht  man  nur  eine  einzige  invariante 
Zahl  p,  nämlich  das  arithmetische  Mittel  der  zu  A^  und  Ag 
respective  gehörigen  invarianten  Zahlen  zu  betrachten*). 


*)  Man  kann  aus  den  Natani'schen  Bedingungen  (§§  99,  100)  leicht  fol- 
gern, dass,  wenn  _p  gerade  ist,  in  der  Normalform  eines  Pfaff'schen  Ausdrucks 
eine  gerade  Anzahl  p  von  unabhängigen  Functionen  vorkommen,  und  dass,  wenn 
jJ  ungerade  ist,  die  Normalform  eine  ungerade  Anzahl  p  solcher  Functionen  ent- 

20* 
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Die  Invarianz  der  ganzen  Zahl  p  ist  eine  notliwendige 
Folge  aus  der  Aequivalenz  zweier  Systeme  von  Formen; 
wir  wollen  nun  dazu  übergehen  zu  zeigen,  dass  sie  auch 
eine  hinreichende  Bedingung  für  deren  Aequivalenz  ist, 
indem  wir  (auf  Grund  der  Voraussetzung  der  Invarianz)  die  Trans- 
formationsgleichungen herleiten. 


§  159. 

Es  seien  z^,  z^,  .  .  .,  Bk  ^  unabhängige  Functionen  von  x^,  .  .  . ,  Xn, 
welche  durch  die  (bisher  unbekannten)  Transformationen  übergehen 
in  B^' ,  02  7  ■  •  ■ ,  3k  ■    Alsdann  verwandelt  sich  der  Ausdruck 

n  k  n-{-k 

Xq  ^  XidXi  +  ^  Xn+idZi  ■  oder  etwa     ^  YidXi 

i  =  l  i  =  l  ?"  =  0 

durch  diese  Transformationen  in  Verbindung  mit 

Xq    "^0  7  •^n-\-i   ^n-\-i 

in 

n  k  ra-j-i 

Xq  ^  X/  dXi'  +  ^  ^'n+i  dZi      oder  etwa  in     ^  Y/  dx{ . 

i=l  r  =  l  2=0 

Demnach  giebt   es  eine  invariante   ganze  Zahl,  welche   die   Ordnung 
der    höchsten    nichtverschwindenden  Minoren    der    zu   dem  Ausdruck 
^Ydx  gehörigen  Determinante  ist. 
Nun  ist 

70  =  0,    r„+,  =  o      {i  =  \,...,i), 

und  somit  ist   die  Determinante,   wenn   wir  die  Elemente   der  zuge- 
hörigen Determinante  in  der  Form: 

(s,  ^  =  0,  1,  .  .  .,  n  -{-  Je) 
nehmen: 


hält.  Die  Verbindung  dieser  Natani'schen  Bedingungen  mit  dem  von  Fro- 
benius  erwiesenen  invarianten  Charakter  von  p  leitet  zu  den  Resultaten  von 
Lie  (§  142)  über  die  Un Veränderlichkeit  des  Charakters  einer  Normalform. 
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A3' 


0X0 


dsi 


dx. 


Xq  Cl„^  i  j    .  .  .  j       Xq  Cl„^  n  j        Ji.n  j         o         j 


dz-, 


X,,        0  ,        0   , 


■■'     dx^ 
..,      0 
..,       0 


Nichtverscli windende  Determinanten,  welclie  Unterdeterminanten 
von  A3'  sind,  sind  von  niedrigerer  Ordnung  als  n,  und  alle  diese  ent- 
halten irgend  eine  Potenz  von  Xq  als-  Factor  und  enthalten  Xf^  nur  in 
dieser  Form.  Demnach  können  wir,  soweit  die  Ordnung  der  nicht- 
versch windenden  Minoren  in  Betracht  kommt,  x^  =^  1  setzen;  die  ent- 
sprechende Form  von  A3'  werde  bezeichnet  mit  A3 ,  so  dass  also 


A3' 


für     Xn  =  1 . 


■"3  —  ^-'s  ^"-'-^  -^0 
Die  invariante  Zahl  von  A2  sei  m(=  ^r),  so  dass  die  invariante 
Zahl  von  A^  entweder  2r  oder  2r  —  2  ist.  Alsdann  ist  die  invariante 
Zahl  von  A3  im  Allgemeinen  grösser  als  2r,  so  lange  die  Functionen 
z  vollkommen  willkürlich  sind.  Dieselbe  kann  aber  verkleinert  werden, 
wenn  man  die  Grössen  0  derart  bestimmt,  dass  sie  den  partiellen 
Differentialgleichungen  genügen,  welche  die  Bedingungen  für  die  Er- 
niedrigung der  höchsten  Ordnung  der  nicht  verschwindenden  Minoren 
sind.  Sie  kaini  aber  nicht  unter  2r  herabgedrückt  werden  infolge  der 
Voraussetzung,  welche  hinsichtlich  Ag  gemacht  worden  ist,  und  daher 
können  wir  annehmen,  dass  die  invariante  Zahl  von  A3  gleich  2r , 
also  dieselbe  ist  wie  die  von  Ag.  Es  genügen  somit  0^,  .  .  .,  2;^.  einer 
Anzahl  von  partiellen  Differentialgleichungen  und  wir  gehen  nun  dazu 
über,  die  grösstmögliche  Anzahl  von  Functionen  ^  zu  be- 
stimmen, für  welche  die  invariante  Zahl  der  associirten  De- 
terminante A3  dieselbe  wird  wie  die  von  A2,  nämlich  gleich  2r. 
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L§  160] 


§  160. 

Wir  nelimeii  also  an,  dass  h  von  einander  unabhängige  Functionen 
z  von  solcher  Beschaffenheit  gefunden  seien  (/c  kann  auch  Null  sein), 
dass  sämmtliche  Unterdeterminanten  von  Ag  von  der  Ordnung  m  -\-  1, 
aber  nicht  sämmtliche  von  niedrigerer  Ordnung  verschwinden,  so  dass 
m  die  invariante  Zahl  von  Ag  ist.  Wird  eine  Determinante,  ähnlich 
Ag  aber  h  -\-  1  Functionen  z  enthaltend,  gebildet  in  der  Form: 


«1,1     ?  • 

•  •  ; 

«1,»           ; 

^17 

'     dx, 

(In,  1        j    • 

•  •  7 

«ra,  n       } 

Xn  , 

dz. 

-z,  ,  . 

•  •  7 

^n     y 

0, 

0,  .. 

•7             0 

•  • ; 

0, 

0,    .. 

•7             0 

dx,    '   • 

•  •  7 

07 

0,  .. 

•7             0 

so  ist,  wenn  ihre  invariante  Zahl  2r  d.  i.  die  nämliche  wie  die  von 
Ag  sein  soll,  nothwendig  und  hinreichend,  dass  0^4-1  den  linearen 
Gleichungen 

für  aUe  Werthe  der  Grössen  u  genügt,   durch  welche  die  Relationen 


(2) 


1  =  1 

n 

^  XiUi 

i=l 


dz,. 


+  XrU  -i-  y^  ^  Un+j  =  0         (r  =  l,...,n) 


jm^  dx 


.'^  dx,. 


Ui 


=  0 


=  0       (i=l 


,h) 


befriedigt  werden  können.  Mit  Rücksicht  aber  darauf,  dass  die  Unter- 
determinanten von  Ag  oder  A^'  von  höherer  Ordnung  als  m  ver- 
schwinden, und  auf  die  daraus  folgende  functionale  Abhängigkeit  der 
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Grieichimgen  (2)  von  einander  folgt,  dass  sämmtliche  Wertlie  der 
Grössen  u ,  infolge  deren  die  Gleichungen  (2)  befriedigt  werden  können, 
auch  die  Erfüllung  der  Gleichungen 

(       n  k 


(2')     I 


^   OCQar,iUi  +   Xrll  +   ^ 
i  =  l  j  =  l 


^  XQar,iUi  +  Xrit  +  2j  di'.  **"+^'  ^^     {r  ^\,  ...,n) 


i  =  l 

_t=i     * 

möglich  machen.  Und  jetzt  genügt  die  neue  Grösse  ^it+i  dem  System 
der  Differentialgleichungen  (1)  für  alle  Werthe  der  Grössen  u,  welche 
den  Bedingungen  (2')  genügen. 


§  161. 

Wenn  wir  nun  den  invarianten  Charakter  der  Determinanten 
AjL,  Ag,  A3  und  die  Beziehungen  der  linearen  und  bilinearen  Form 
zur  Pf  äff 'sehen  Function  und  zu  ihrer  bilinearen  Covariante  berück- 
sichtigen und  wenn  wir  beachten,  dass  diese  Determinanten  Eliminanten 

von  Grössen  von  der  Form  ^^ —  (oder  von  Grössen  von  der  Form  -^ — I 

du,   \  dv.) 

sind,  wo  W  eine  bilineare  Form  ist,  so  sehen  wir,  dass  die  Beding- 
ungen des  §  156  folgendermassen  erfüllt  werden  können.  Es  ist 
nothwendig,  dass  rein  algebraische  Transformationen,  nach- 
dem dieselben  in  Substitutionen  für  die  ursprüngliche  Pf  äff 'sehe 
Function  umgeändert  sind,  Elemente  dx  liefern,  welche,  weil  sie  voll- 
ständige Differentiale  sind,  zu  Integral-Substitutionsgleichungen 
für  die  Pfaff'sche  Gleichung  führen;  und  dies  wird  ausgeführt 
sein,  wenn  wir  in  den  Gleichungen  (1)  und  den  Relationen  (2')  wirk- 
lich die  Variablen  u  durch  Differentialelemente  dx  ersetzen,  wobei 
diese  Elemente  als  vollständige  Differentiale  vorausgesetzt  werden. 

Wird  diese  Aenderung  ausgeführt,  so  ergiebt  sich  als  Resultat 
des  §  160,  dass  ^i+i  der  Gleichung 


(I)  ^^^^+...  +  ^,^a;.  =  0 

genügt  für  alle  Variationen  dx,  welche  mit  den  Gleichungen 
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(      n  k 


2=1  J=l  '" 

(II)  l^Xidx^  =0 


öv^^'  =0  (i  =  1;  ••■,  ^0 


verträglicli  sind. 

Die  anfängliclie  Voraussetzung  besagte,  dass  sämmtliche  Func- 
tionen 0  Functionen  von  x^,  x^,  .  .  .,  x„  allein  sein  sollen;  dalier 
nimmt  Gleichung  (I)  die  Form  an: 

dsk+i  =  0 

oder  es  ist  ^;t_(-i  ein  Integral  des  Gleicliungssystems  (11). 
Ferner  ist  aus  demselben  Grunde  klar,  dass  die  aus  den  letzten  h 
Gleichungen  von  (11)  abgeleiteten  Wertlie  z^,  .  .  .,  0k  ebenfalls  Integrale 
sind.  Betrachten  wir  demnach  die  Gleichungen  (II)  als  ein  zu  inte- 
grirendes  System  von  Gleichungen,  so  sind  die  Functionen  2  Integrale 
dieses  Systems. 

Die  Coefficienten  der  Differentialelemente  auf  den  linken  Seiten 
der  Gleichungen  (11)  sind  die  verschiedenen  Grössen 

wo   Yr  und   Ys  (für  r,  s  =  0,  1,  .  .  .,  n  -\-  Je)  irgend  zwei  der  Coeffi- 

n-^k 

cienten   eines  Pf  äff 'sehen  Ausdrucks  ^   YidXi  sind,  imd  daher   ist 

das  System  (Beispiel  §  31)  vollständig.  Da  ferner  die  Minoren  von 
der  Ordnung  m  in  der  Determinante  der  linken  Seiten  nicht  sämmt- 
lich  verschwinden,  während  dagegen  alle  Minoren  von  höherer  Ord- 
nung als  m  verschwinden,  so  giebt  es  m  (und  nicht  mehr  als  m)  von 
einander  unabhängige  Gleichungen  und  somit  ist  das  System  einem 
esacten  System  von  m  Gleichungen  äquivalent.  Daher  hat  das 
System  (11)  m  unabhängige  Integrale. 

Die  Functionen  b  soUen  nur  die  Variablen  x^,  . . .,  Xn  enthalten; 
das  System  (11)  enthält  nicht  allein  diese  Variablen,  sondern  auch 
^0  7  ^n+\,  ■  ■  •;  Xn^ic'i  die  Intcgralc  des  Systems  müssen  daher  das 
ganze  System  der  Veränderlichen  enthalten.  Die  m  unabhängigen 
Integrale  können  durch  m  von  einander  unabhängige  functionale  Com- 
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biuationen  derselben  ersetzt  werden,  und  wenn  wir  diese  functionalen 
Combinationen  derart  wählen,  dass  dieselben  die  grösstmögliche  An- 
zahl von  Grleichungeu,  die  frei  von  den  Veränderliehen 

sind,  umfassen,  so  haben  wir  m  —  h  —  1  von  einander  unabhängige 
und  nur  die  Variablen  x^,  .  .  .,  Xn  imd  constante  Grössen  enthaltende 
Gleichungen  und  /<;  -|-  1  von  einander  unabhängige  Gleichungen,  welche 
nur  die  Variablen  X(^,  a?„+i,  .  .  .,  Xn+k  enthalten.  Nun  führt  jede  von 
diesen  zu  einem  Integral  von  (II),  d.  h.  zu  einer  Function  0  von  solcher 
Beschaffenheit,  dass  infolge  der  Gleichungen  (II)  und  des  Integral- 
systems dieser  Gleichungeu 

ist.  Es  giebt  daher  m  —  Je  —  1  von  einander  unabhängige  Integrale 
des  Systems  (11),  welche  nur  die  Variablen  x^,  .  .  .,  x^  enthalten  und 
daher  von  der  Art  der  Functionen  ^  sind. 

Es  ist  aber  vorausgesetzt,  dass  7c  solche  Functionen  2  gefunden 
seien,  welche  Voraussetzung  durch  die  letzten  h  Gleichungen  von  (II) 
ausgedrückt  ist;  demnach  giebt  es  noch  (m  —  k  —  1)  —  Je,  d.  i. 
m  —  2h  —  1  weitere  Integrale  von  der  gewünschten  Art.  Ist  m  =  2r 
und  Iv  =  r  —  1  (so  dass  r  —  1  Integrale  als  bekannt  angenommen 
werden),  so  ist  der  Werth  von  w  —  2k  —  1  gleich  1  und  somit 
kann  ein  weiteres  Integral  gefunden  werden.  Hieraus  folgt,  dass 
man  r  unabhängige  Functionen  0^,  .  .  .,  0r  von  solciier  Art 
finden  kann,  dass  alle  Minoren  von  einer  höheren  Ordnung 
als  2r  in  der  Determinante 


«1,1  J  • 

•  •;    (^%n,    Xi  , 

dz, 

dx,'  • 

dz^ 
dx. 

0^71,1,      • 

•   •  ;     (^n,n ;     -^»-«7 

dz. 

dz^ 

-X,,.. 

•  ,  •  Xn,    0  , 

0,    . 

..,       0 

8z, 

dx,'- 

dz, 

0,    . 

..,       0 

dz^ 

dz^ 

r 

dx,'  ■  • 

0 

0,    . 

..,      0 

verschwinden. 
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§  162. 

Da  sämmtliclie  XJnterdeterminanten  von  höherer  als  der  2r^^^ 
Ordnung  verschwinden,  so  folgt,  dass  unter  andern  auch  sämmtliche 
Hauptminoren  von  der  Ordnung  2r  -\-  2  gleich  Null  sind.  Ist  dann 
a,  .  .  .,  £    irgend    ein    System    von    r  -j-  1    Zahlen    aus    der    Reihe 

1,  2,  , 


n,  so  ist  eine  solche  Unterdeterminante 


(^a,a  ) 


-,    0'a,ey 


*)  *  7 


X 


X 


dx'' 


0,      0, 
0;      0, 


dx^ 
dx^ 

0 
0 


dz^ 


dz^ 

Tx' 


0,     0, 


und  deren  Werth  ist  das  Quadrat  der  Determinante; 


8z^ 


dz^ 
dx. 


dz^ 
dx^ 


Es  verschwinden  soto.it  sämmtliche  Minoren,  für  die  einzelnen 
Combinationen  von  r  -{-1  verschiedenen  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  ...,n, 
d.  h.  es  verschwinden  sämmtliche  Determinanten  r  -{-  1*®^  Grrades, 
welche  aus  dem  System 

Xi,       X2,    .  .  .,     Xn 


d  z^ 
dx^ 


d_zj_ 

dxo 


dz^ 
dx,. 


dz^     dz^ 

dx^ '   dx^ ' 


dz^ 
dx^ 


gebildet  werden  können.    Somit  kann  man  r  Grössen,  z.  B.  Z^,  . . .,  Zr, 
derart  bestimmen,  dass  die  n  Grleichungen 
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1  =  1  * 

für  s  =  1,  2,  .  .  .,,n  befriedigt  sind,  imd  aus  diesen  erhalten  wir: 

n  n  r 

r 

=  x,  Zidzi, 

da   0i    eine  Function   von    x-^^,  ..  .,  Xn  ist  und  die  Grössen   dx  voll- 
kommene Differentiale  sind. 

Da  ferner  niclit  sämmtliclie  Hauptunterdeterminanten  von  nie- 
drigerer Ordnung  als  2  r  -|-  2  verschwinden,  so  lässt  sich  kein  System 
von  Relationen  der  Form 

IT    _     V    ^    ^^, 


^ 


Z;r! 


1  ^^s 

mit  weniger  als  r  Functionen  s  aufstellen  und  daher  können  wir  keine 

n 

Transformation  von  ^.  XgdXg  erhalten,   welche  weniger  als  r  Diffe- 

.5  =  1 

rentialelemente  d^  enthielte. 


§  163. 

Bisher  haben  wir  die  einzige  Voraussetzung  (§  159)  benutzt, 
dass  die  invariante  Zahl  von  Ag  gleich  2r  ist;  wir  müssen  nun  die 
invariante  Zahl  von  Aj  betrachten,  welche  entweder  2r  oder  2r  —  2 
sein  kann.  Die  beiden  Fälle  sollen  der  Reihe  nach  durchgenommen 
werden. 

§  164. 

(1.)  Die  invariante  Zahl  von  A^  sei  2r,  so  dass  die  Minoren 
der  Ordnung  2r  in  Aj  nicht  sämmtlich  verschwinden.     Nun  ist: 

_dX.        dXj 


~  2j   \dx, 


dZ,  dz,        dZ,  dz. 


— -    ^„„,  dx,        dx.  dx..y 


nach  den  oben  für  Xg  erhaltenen  Werthen;  imd  daher  werden  die 
Minoren  der  Ordnung  2r  von  A;^  erhalten,  indem  man  irgend  eine 
Determinante  von  der  Ordnung  2r  des  Systems 
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mit  einer  Determinante  von  der  Ordnung  2r  des  Systems 

^  ^   _  a^  _  ^  II 

^^t'   '  '">    dxl'  ^x^^   -  '  ''  ^x^  !|  "  ' 

für  s,  if  =  Ij  2,  .  .  .,  w  miütiplicirt.  Da  nun  die  Producte  niclit 
sämmtlicii  verschwinden,  so  sind  die  Determinanten  der  Ordnung  2r 
dieser  Systeme  niclit  sämmtlich  Null  und  dalier  sind  die  Grrössen 
^1,  .  .  .,  Zr^,  Z^^  .  .  .,  Zr  von  einander  unabhängig. 

Aus   der  Invarianz   der  beiden  zu  A^  und  A2    gehörigen  Zahlen^ 

n 

deren  jede  gleich  2r  ist,  folgt,  dass  ein  Ausdruck  ^^  X/^it/,  welcher 

s  =  l 

n 

aus  dem  Ausdruck  ^^  XgdXs  durch  die  (unbekannten)  Transforma- 
tionsgleichungen  abgeleitet  ist,  dargestellt  werden  kann  in  der  Form: 

r 

wo  die  2  r  Grössen  £;/,  .  .  . ,  ^/,  Z^',  .  .  . ,  Zr  unabhängig  von  einander 
sind,  und  dieses  Resultat  ist,  um  es  nochmals  zu  betonen,  eine  Folge 
der  gleichzeitigen  Invarianz  der  beiden  ganzen  Zahlen.  Diese  beiden 
Zahlen  können  aber,  wie  in  §  158  auseinandergesetzt  ist,  durch  die 
einzige  invariante  Zahl  p,  ihr  arithmetisches  Mittel,  welches  in  diesem 
Falle  gleich  2r  ist,  ersetzt  werden. 

Da  die  2r  Grrössen  0  und  Z  unabhängig  von  einander  sind,  ebenso 
auch  die  2r  Grössen   0'  und  Z',   so  sind   die   einfachsten  Relationen, 

/•  r 

welche    ^,'  Zidgi    in    ^^  Z{ d0i'  transformiren,  die  folgenden: 

i  =  l  (  =  1    ' 

0  =  ^/j     Zi  =  ZI 
G=^l,  2,  ...,r). 

Substituirt  man  für  0,  Z,  s',  Z'  ihre  respectiven  Werthe  aus- 
gedrückt durch  X  und  x\  so  erhalten  wir  Gleichungen,  welche  aus- 
reichend sind,  um  die  Gleichung  zu  geben : 

n  n 

S  =  l  4  =  1 

und    diese    Gleichungen    sind    unter    der   Annahme    erhalten. 
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dass  die  Invarianz  der  geraden  Zahl  p  =  2r  bestehen  bleibt. 
Diese  ist  somit  eine  genügende  und  notliweudige  Bedingung 
für  die  Aequivalenz  der  beiden  Ausdrücke. 

§  165. 

(2.)  Es  sei  zweitens  die  invariante  Zahl  von  A^^  gleicli  2r  —  2^ 
so  dass  p  =  2r  —  1  ist.  Dann  verschwinden  alle  Minoren  der  Ord- 
nung 2r  von  A^,  so  dass  auch^  da  dieselben  wie  vorher  die  Producte 
von  Determinanten  der  Ordnung  2r  des  Systems 

8x^'  '  ■  ' '  dx^'    dx^'  •  •  •  7   g ^^ 

(6-=l,  2,  ...,  n) 

mit  Determinanten  derselben  Ordnung  des  nämlichen,  aber  verschieden 
angeordneten  Systems  sind,  sämmtliche  Determinanten  der  Ordnung 
2r  dieses  Systems  Null  sind.  Demnach  giebt  es  eine  identische 
Fmictionalbeziehimg  zwischen  den  Grössen  0  und  Z,  und  da  die 
Grössen  0  von  einander  unabhängig  sind,  so  muss  mindestens  eine 
der  Grössen  Z  in  der  Relation  vorkommen,  welche  somit  genommen 
werden  kann  in  der  Form : 

(p(Sl,    .  .  .,    2r,    Z^,    .  .  .,    Zr)  =  0. 

Aus   der  Invarianz    der    beiden  resp.   zu   A^    und    A2    gehörigen 

n 

ganzen  Zahlen  2r  —  2  und  2r  folgt,  dass  ein  Ausdruck  ^^  X^  dXg, 

.s  =  l 

n 

welcher  aus  dem  Ausdruck    y'^  XgdXs  durch  die  (unbekannten)  Trans- 

.s=l 

formationsgleichungen  abgeleitet  ist,  dargestellt  werden  kann  in 
der  Form : 

y,  Z[dZi\ 

WO  die  r  Grössen  /  von  einander  unabhängig  sind  und  unter  den 
2r  Grössen  z'  und  Z'  eine  identische  Functionalbeziehung  besteht, 
welche  mindestens  eine  der  Grössen  Z'  enthält.  Da  die  Fimctioneu 
X'  nicht  nothweudig  (noch  im  Allgemeinen)  dieselben  Functionen  der 
Variablen  a;'  sind,  wie  die  X  von  den  Variablen  x,  so  ist  diese  Re- 
lation nicht  noth wendig  von  derselben  Form  wie  die  vorhergehende, 
und   sie  wird  im  Allgemeinen   verschieden  sein,  etwa  von  der  Form: 
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f  (S^,    .  .  .,    Zr,       Z^,    .  .  .,    Zr)  =  0 , 

WO  ij}  verschieden  von  (p  ist. 

Infolge   der  VerscMedenheit   dieser  Fuuctionalbezieliungen   kann 
das  System  von  Grleichungen 

^i  =  ^i  ;        Zi  =  Zi 
(i=l,    2,    ...,    T), 

durch  welches  ^ZidZi  in  ^Zläzl  transformirt  werden  würde,  nicht 
bestehen*),  und  somit  ist  das  Verfahren,  welches  zum  Ziele  führt, 
wenn  die  einzige  Invariante  ^  gerade  ist,  nicht  not'hw endig  mehr 
erfolgreich  in  dem  Falle,  wo  die  einzige  Invariante  jü  ungerade  ist. 


§  166. 

Um  ein  zum  Ziele  führendes  Verfahren  in  dem  Falle  zu  erhalten, 
wo  die  einzige  invariante  Zahl  eine  ungerade  Zahl  ist,  führen  wir 
den  Fall  auf  denjenigen  einer  invarianten  Zahl  zurück,  welche  die 
nächstniedrigere  gerade  Zahl  ist.  Dies  erfordert,  dass  die  zu  Ai 
gehörige  ganze  Zahl  gleich  2r  —  2,  also  dieselbe  ist  wie  vorher,  die 
zu  A2  gehörige  aber  gleich  2r  —  2,  d.  h.  kleiner  als  die  ist,  die  wir 
vorher  hatten.  Daher  kann  Ai  ungeändert  bleiben,  während  Ag  ge- 
ändert werden  muss. 

Passende  Transformationen  werden  erhalten,  wenn  wir  die  Coef- 
ficienten  X  um  solche  Decremente  ändern,  welche  die  Grössen  ai^j 
imgeändert  lassen,  und  daher  ersetzen  wir  'X.i  durch  eine  neue  Grösse: 

dz 


X-- 


dx.'- 


wo  B  eine  Function  von.a:;^,  ...,  Xn  ist.  Die  Determinante  A^  wird 
durch  diese  Modification  nicht  geändert  und  daher  ist  die  zu  ihr  ge- 
hörige invariante  ganze  Zahl  noch  2  r  —  2 .  Wir  bestimmen  die  ein- 
geführte Function  z  derart,  dass  die  zu  dem  in  die  Form 

IT  ^^ 


dx.^ 


-^1  + 


Xn 


dz 
dx„ 


dz_ 


Xn-\- 


dx,„ 


*)  Das  System  hört  auf  mit  sich  im  Widerspruch  zu  sein,  wenn  die  Func- 
tionen qp  und  ip  dieselben  sind.  Insbesondere  tritt  dies  ein,  wenn  Z^^^  =  1  und 
Z'=  1  ist.     Vgl.  §  126. 
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abgeänderten  A^  oder,  wie  wir  diese  bezeichnen  wollen,  zu  V2  ge- 
hörige Zahl  gleich  2r  —  2,  d.  h.  die  gerade  Zahl  ist,  welche  nächst- 
niedriger ist  als  die  zu  A^  gehörige  Zahl. 

n 

Die    Wirkung    dieser   Aenderung   auf    den    Ausdruck  ^  Xidx,- 


besteht  darin,  dass  derselbe  ersetzt  wird  durch 


2{^. 


dl 

dx. 


d.  i.  durch 


-  j  dXi , 


2=1 


und  wenn  2  der  vorhergehenden  Bedingung  entsprechend  bestimmt 
ist,  so  ist  die  einzige  invariante  Zahl  des  neuen  Ausdrucks  gerade  und 
gleich  2  (r —  1),  so  dass  wir  nach  der  vorstehenden  Gleichung  haben: 

n  r —  1 

^,  XidXi  —  dß  =  ^,   Ygdys, 

wo  die  '2(^r  —  1)  Grrössen  y  und  Y  von  einander  unabhängig  sind, 
imd  dies  ist  die  kleinste  Anzahl  von  Grössen,  welche  auf  der  rechten 
Seite  vorkommen  können.     Wie  in  §  162  ist  : 


X- 


und 


*         6=1  * 


_   V  (SY^  dy^_dY,dy^ 


^u  -2{ 


dx-  dx. 


d  X,; 


dx.) 


Demnach  werden  die  Minoren  der  Ordnung  2r  von  Ag,  welches 


Ö^K,  1  7 


-X„     0 


ist,  erhalten,  indem  man  irgend   eine  Determinante   der  Ordnung  2r 
des  Systems 


0 


d2_     dyi 
?  dxj^ }   dx^ ; 


dXj^ 


ar„ 


?    dx,  7  •  •  ■  7 


dx. 


1,      0,      0,  .. 


^Vr-: 


dT, 
dx„ 


dY„ 


r—l 


0    ,    Y,, 


■ ; 


Yr—\ 
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mit  irgend  einer  Determinante  der  Ordnung  2r  des  Systems 


dxi    ' 


^Vr 


-^,0 


ar, 


dY^ 


r  —  \ 


0  ,  1,     T,,  .. 


r. 


^1 

0 


dx-i 

2  y,—! 


dx^ 
0 


welches  dasselbe  wie  vorlier,  nur  verscMeden  geordnet  ist,  multiplicirt. 
Da  nun  2r  die  invariante  zu  Ag  gehörige  Zahl  ist,  so  dass  also  die 
Minoren  der  Ordnung  2r  nicht  sämmtlich  verschwinden,  so  folgt,  dass 
die  Determinanten  der  Ordnung  2r  des  vorstehenden  Systems  nicht 
sämmtlich  gleich  Null  sind,  und  daher  sind  die  Functionen 

von  einander  unabhängig  und  so  beschaffen,  dass 

n  r —  1 

X;  XidoCi  =  dB  -\-  ^  Tsdys 

ist. 

Mit  Rücksicht  auf  das  Bestehenbleiben  der  Invarianz  der  zu  A^ 
und  Ag   respective  gehörigen  Zahlen  2r  —  2  und  2r  folgt,   dass  ein 

?j  n 

Ausdruck   ^^  X/dx/,  welcher  aus    J^,  XjdXj  durch  die  (unbekannten) 

i  =  l  ?  =  1 

Transformationsgleichungen  abgeleitet  ist,  dargestellt  werden  kann  in 
der  Form: 

r—l 

dz'  +  ^   r/cZ«//, 

s  =  l 

WO  die  2r  —  1  Grössen  ^',  ^/,  .  .  .,  y'r—\,  IV?  ■  •  ■■>  Yr—\  von  einander 
unabhängig  sind. 

Da  die  2r  —  1  Grrössen  ^,  ?/,  Y  von  einander  unabhängig  sind, 
ebenso  wie  auch  die  2 r—l  Grössen  z,  y',  Y',  so  sind  die  ein- 
fachsten Gleichungen,  durch  welche 

r  —  1  r  —  1 

dz  -\-  ^  Yidyi   in  ds'  +  ^  Y/äyi 

2  =  1  i—l 

transformirt  wird,  die  folgenden: 

z  =  g',     yi=  y!,      Y,  =  Y- 
(i=l,  2,  ...,r-l). 


[§§•167,  168]  Methode  von  Frobenius.  321 

Substituirt  man  für  b,  y,  Y,  z',  y',  Y'  ihre  respectiven  Wertlie 
ausgedrückt  in  x  und  x' ,  so  erhalten  wir  Beziehungsgleichungen, 
welche  ausreichend  sind,  um  die  Grleichung 

11  n 

!  =  1  /  =  1 

zu  geben,  und  diese  Grleichungeu  sind  erhalten  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Invarianz  der  ungeraden  Zahl 
p  =  2r  —  1  bestehen  bleibt.  Diese  Voraussetzung  ist  daher 
die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Aequi- 
valenz  der  beiden  Ausdrücke. 

Demnach  ist  der  in  §  158  ausgesprochene  Satz,  dass  die  Aequi- 
valenz  der  Ausdrücke  durch  die  Existenz  der  invarianten  Zahl  ]) 
festgestellt  wird,  erwiesen. 

§  167. 

Mit  Rücksicht  auf  die  fundamentale  Wichtigkeit  dieser  Zahl 
classificirt  Frobenius  die  Pfaff'schen  Ausdrücke  nach  der  zu  ihnen 
gehörigen  Zahl.  Ein  Ausdruck,  welcher  die  Zahl  p  zu  seiner 
invarianten  Zahl  hat,  heisst  von  der  j)*®'^  Classe-  die  vorher- 
gehende Untersuchung  zeigt,  dass  in  der  reducirten  dem  Ausdruck 
äquivalenten  Form,  welche  lautet 

y",  ZidZi        oder       de -{-  ^  Yidyi, 

i=X  7  =  1 

je  nachdem  p  gerade  oder  ungerade  ist,  p  unabhängige  Functionen 
vorkommen  *). 

§  168. 

Obwohl  sich  die  gegenwärtige  Methode  hauptsächlich  auf  die 
allgemeine  Theorie  der  Transformation  eines  Pfaff'schen  Ausdrucks 
in  einen  andern  und  nicht  eigentlich  auf  die  Reduction  eines  solchen 
auf  eine  Normalform  und  das  daraus  sich  ergebende  Integralsystem 
bezieht,  so  bildet  die  Normalform  doch  einen  wesentlichen  Theil  der 
Untersuchung,  insofern  sie  zu  der  Bildung  der  kleinsten  Anzahl  unab- 
hängiger Gleichungen,  welche  die  Transformation  ermöglichen,  führt. 
Für  die  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichungen,  welche  die 
Differentialelemente    der   Normalform    bestimmen,    wird   keine    neue 


*)  Vergl.  Anmerkung  zu  §  158. 
Porsyth,  Theorie  der  DifferentLalgleichungen  21 
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Methode  angegeben ;  die  folgende  summarisclie  Angabe  der  Ableitung 
dieser  Gleichungen  dürfte  indessen  wolil  zweckmässig  sein. 

Ist  2r  die  höchste  Ordnung  der  nicht  verschwindenden  Minoren 
der  Determinante : 


A. 


X„ 


C^n,  1  7        •  •  •  7       ""« 

—   Xj   j        .   .   .  ,    Xn  ,        0 

dann  ist   entweder  2'r   oder  2r  —  2   die  höchste  Ordnung  der  nicht- 
verschwindenden  Minoren  der  Determinante 


A, 


«1,1; 


ai,'. 


«W,l; 


Das   arithmetische  Mittel  p    der   zu    den    beiden  Determinanten 
gehörigen  Zahlen  ist   eine  Invariante,  welche   die  Classe   des  Pfaff- 

7t 

sehen  Ausdrucks  ^  Xidxi  bestimmt-,  in   dem  einen  Falle  ist  p  ge- 

i  =  l 

rade  und  gleich  2r,  in  dem  andern  ist  p  ungerade  und  gleich  2r — 1. 
In  dem  Falle,  wo  p  =  2r,  ist  die  Normalform 

r 

^  ZidSi. 

i  =  l 

Die  Grössen  Z  werden  bestimmt  aus  irgend  r  unabhängigen  Glei- 
chungen des  Systems 

(=1  * 

und  die  Grössen  z  sind  bestimmt  durch  die  r  Systeme  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen, welche  die  Bedingungen  ausdrücken,  dass  die 
Minoren  der  Ordnung  2r  -{-  2  in  der  Determinante 


«1,1; 


dSi 


,  M-l,«,     -^1  ;     g^     ;     •    •    •  , 


««,1,  •  • 

•  ;            «n,91j 

dz 

-  z, ,  .  . 

.,    Xn, 

0,       0,      . 

..,0 

dz. 

dz. 

0,     0,   . 

..,0 

8x^ 


dx„ 


0,     0,   ...,0 
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sämmtlicli  verscliwinclen.  Die  aufeinanderfolgenden  Grössen  z  werden 
erhalten,  indem  man  li  der  Reihe  nach  die  Werthe  1 ,  .  .  . ,  r  beilegt. 
Auf  diese  Weise  können  nicht  mehr  als  r  Grrössen  z  bestimmt 
werden  und  die  2r  Grössen  Z  und  s  sind  functional  von  einander 
unabhängig. 

Li  dem  Falle,  wo  ^  =  2r  —  I,  ist  die  Normalform 

/•— 1 


Die    Grössen    Y  werden    bestimmt    aus    irgendwelchen   r  —  1   unab- 


hängigen Gleichungen  des  Systems 


dz_ 
ex 


^s=-B+^ 


Ä  ,-  =  1 


8x. 


Die  Grösse  z  wird  bestimmt  durch  das  System  partieller  Differential- 
gleichungen, welche  die  Bedingungen  ausdrücken,  dass  die  Minoren 
der  Orduunff  2r  in  der  Determinante 


«1,1 


ö^l.n  j    -X^i 


3^1 

dxi 


ö^n,l 


dz 


dz 


dz 
dx„ 


^1  +  3a;,'   •  •  •'  ^^  +  dxj 


0 


sämmtlich  verschwinden;  und  die  Grössen  y  werden  bestimmt  durch 
die  r  —  1  Systeme  partieller  Differentialgleichungen,  welche  die  Be- 
dingungen ausdrücken,  dass  die  Minoren  der  Ordnung  2r  in  der 
Determinante 


«1,1    ,  • 

.  . ,             ai^n      , 

X,- 

dz 
dx,' 

•  •'  dx, 

«n,l      ,    • 

•  •  j                     «n,  n          j 

Xn 

dz 

dxj 

dx^'  ■ 

^1  +  aa;/  • 

X    -1-   ^^ 

0     , 

0,  . 

..,    0 

■•■>               dx^      '' 

0       ; 

0,. 

..,     0 

dx^ 


dx„ 


0     ,     0, 
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sämmtlicli  gleicli  Null  sind.  Die  aufeinanderfolgenden  Grössen  y 
werden  erhalten,  indem  man  li  der  Reihe  nach  die  Werthe  1,  . . .,  r —  1 
beilegt.  Auf  diese  Weise  können  nicht  mehr  als  r  —  1  Grössen  y 
bestimmt  werden  und  die  2r  —  1  Grössen  g,  y,  Y  sind  fuuctional 
von  einander  unabhängig. 

Aufgabe  1.  Man  erhält  leicht  die  von  Frobenius  angegebenen 
Resultate  *) : 

a)  Wenn  die  Classe  eines  Pf  äff 'sehen  Diflferentialausdrucks  da- 
durch geändert  wird,  dass  man  den  Ausdruck  mit  einem  Factor  mul- 
tiplicirt,  so  ist  die  Aenderung  eine  Erhöhung  oder  Erniedrigung  um 
eine  Einheit,  je  nachdem  die  Classe  ungerade  oder  gerade  ist. 

b)  Wenn  die  Classe  eines  Pf  äff 'sehen  Differentialausdrucks  da- 
durch geändert  wird,  dass  man  zu  dem  Ausdruck  ein  vollkommenes 
Differential  hinzufügt,  so  ist  die  Aenderung  eine  Erniedrigung  oder 
Erhöhung  um  eine  Einheit,  je  nachdem  die  Classe  ungerade  oder 
gerade  ist. 

c)  Hieraus  leite  man  die  Wirkung  her,  welche  auf  die  Classe 
eines  bedingungsfreien  Pf  äff 'sehen  Differentialausdrucks  dadurch  her- 
vorgebracht wird,  dass  man  ihn  1)  mit  einem  Factor  multiplicirt  und 
2)  zu  demselben  ein   v^ollständiges  Differential  hinzufügt. 

Aufgabe  2.  Die  Coefficienten  der  Differentialelemente  in  dem 
Ausdi'ucke 

sind  homogene  Funtionen  ft*®°  Grades  und  X  bezeichnet  die  homogene 
Function 

X^a?!  4"  •  •  •  "h  XnXn  . 

Man  zeige,  dass,  wenn  X  eine  von  Null  verschiedene  Constante 
ist,  alsdann  die  Classe  des  ursprünglichen,  Ausdrucks  ungerade  ist; 
dass,  wenn  X  =  0  und  ft  nicht  gleich  —  1  ist,  die  Classe  gerade  ist, 
und  dass  schliesslich,  wenn  X  =  0  ist,  der  Ausdruck  nur  ein  exactes 
Differential  sein  kann,  wenn  [i  =  —  1  ist.  (Frobenius.) 

Aufgabe  3.  Unter  Beibehaltung  der  Bezeichnimg  in  der  letzten 
Aufgabe  zeige  man,  dass,  weiui  X  verschwindet,  die  Classe  des  Pf  äff - 
sehen  Ausdrucks  kleiner  als  n  ist,  wenn  entweder  n  ungerade  oder 
ft  =  —  1  ist. 

Ebenso  zeige  man,  dass,  wenn  X  verschwindet,  während  fi  von 
—  1    verschieden  und  der  Ausdruck    keiner  Bedingung    unterworfen 


")  Crelle's  J.  Bd.  86  (1879)  S.  1—19, 
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ist,  seine  Classe  um  eine  Einheit  erniedrigt  wird,  wenn  man  den  Aus- 
druck durch  eine  willkürliche  homogene  Relation  vom  Grade  ^  -f~  1 
dividirt.        ^  (Frobenius.) 

Aufgabe  4.     Wenn  n  Functionen,  welche  durch  die  von  einander 
imabhängigen  Gleichungen 

{i=l,  ...,  n) 
gegeben  sind,  derartig  beschaffen  sind,  dass  die  Relationen 

MMf)]  =  A,{A,{f)] 
erfüllt  sind,  so  ist 


^rt— 1, 1 , 


•  j    -^n  —  1, 71 
.  ,    ll  X,i 


^1,1 


Ai,n 


Än,l 


4 


ein  vollkommenes  Differential,  wobei  die  w^  Grössen  JL  Functionen  der 
Variablen  x  sind,  welche  nur  den  angegebenen  Beschränkungen  unter- 
liegen. (Frobenius.) 


12.  Kapitel. 
Abriss  der  Methode  von  Darboux. 


Die  Untersucliungen  Darboux's  über  das  Pf  äff 'sehe  Problem 
sind  in  einer  im  Jahre  1882  veröflfentlictiten  Abhandlung*)  enthalten, 
obwohl  der  grösste  direct  auf  die  Theorie  bezügliche  Theil  schon  im 
Jahre  1876  geschrieben  wurde.  Darboux  behandelt  mehr  die  Theorie 
der  Formen  als  die  Methoden  der  Integration  der  in  der  Theorie  vor- 
kommenden Differentialgleichungen  und  gleicht  in  dieser  Beziehung 
Frobenius.  Auch  sein  Verfahren  ist  in  gewisser  Beziehung  dem  von 
Frobenius  angewandten  ähnlich,  da  die  Grundlage  desselben  der 
invariante  Charakter  gewisser  Ausdrücke,  insbesondere  der  associirten 
bilinearen  Covariante  bildet,  und  somit  ist  Darboux  in  Bezug  auf 
die  Publication  von  Frobenius  beträchtlich  überholt  worden.  Der 
übrige  Theil  der  Abhandlung  behandelt  die  Theorie  der  Berührungs- 
transformationen, und  obwohl  die  hierbei  angewandte  Methode  ver- 
schieden ist,  so  waren  doch  die  Resultate  der  Theorie  aus  den  früher 
publicirten  Abhandlungen  von  Lie  und  Mayer  bereits  bekannt. 

Unter  diesen  Umständen  werde  ich  nur  die  Resultate  ohne 
Beweis  anführen,  um  eine  Andeutung  über  den  Gang  der  Abhand- 
lung zu  geben. 

§  169. 
1.    Darboux  nimmt 

n  n 

®ä=^  Xt  dXi ,       '®6  =  2  Xi  dx, 

i  —  1  1=1 

und  beweist : 

d&a  —  d®s  ^=  UUai^jcdiCidXk, 


*)  „Sur  le  Probleme  de  Pfaff",  Comptes  Rendus  Bd.  94  (1882)  S.  835— 837 
und  Darboux,  Bulletin  2.  Serie  Bd.  6  (1882)  S.  14—36,  49-68. 
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welches,   als  im  Wertlie  von  dem  besonderen  System  von  Variablen 
unabhängig,  für  die  Veränderung  der  Variablen  eine  Invariante  ist. 

2.  Der  erste  Schritt  zur  Herstellung  der  Normalform  ist  die 
Wahl  solcher  neuen  unabhängigen  Veränderlichen,  dass,  wenn  ®a  in 
denselben  ausgedrückt  wird,  weniger  Differentialelemente  vorkommen. 
Zu  diesem  Zweck  wird  das  Hülfsgieichungssystem 

eilend  Xi   +   •  •  •  +  Cin,näXn  =  XXndt 

benutzt.    Es  ist  ein  invariantes  System  und  kann  ersetzt  werden  durch 
die  einzige  Grleichung 

d®a  —d&s  =  X&6dt, 

die  als  richtig  angenommen  wird,  was  immer  auch   die  Variationen 
dx  sein  mögen. 

3.  Wenn  n  gerade  und  die  Determinante  A  der  Coefficienten  der 
Grrössen  dx  in  dem  Hülfssystem  nicht  Null  ist,  so  werden  die  n—1 
Integrale  y^,  .  .  .,ya  —  \  der  Gleichimgen,  welche  unabhängig  von  t  sind, 
als  neue  unabhängige  Variablen  genommen,  und  mit  ihnen  wird  eine 
willkürliche  Function  y,i  der  ursprünglichen  Variablen  verbunden,  so 
dass  y^,  .  .  .,  yn  n  unabhängige  Veränderlichen  sind.  Alsdann  beweist 
man  mit  Hülfe  der  invarianten  Eigenschaft  der  Hülfsgieichungen 
leicht,  dass 

®d  =  yn^  Yr^dy,. 

ist,  wo  die  Coefficienten   F/  von  ^„  unabhängig  sind. 

4.  Ist  n  ungerade,  so  dass  A  nothwendig  verschwindet,  so  wird 
A,  falls  die  ersten  Minoren  nicht  sämmtlich  verschwinden,  in  dem 
Hülfssystem  gleich  Null  gesetzt.  Die  Verhältnisse  der  Differential- 
elemente sind  bestimmt  und  es  können  n—1  Integrale  der  sich 
ergebenden  Gleichungen  gefunden  werden.  Werden  diese  Integrale 
mit  ^, ,  .  .  .,  yn—i  bezeichnet,  und  wird  zu  denselben  eine  neue  will- 
kürliche und  unabhängige  Function  «/„  hinzugenommen,  so  können  wir 
die  n  Grössen  als  ein  System  von  n  unabhängigen  Variablen  be- 
trachten.   Man  beweist  dann,  dass 

®,  =  d^-^^  Yr'dyr 

r  =  l 

ist,  wo  die  Coefficienten   Yr^  von  «/„  imabhängig  sind. 

Es  kömien  zwei  Fälle  eintreten.  Wenn  W  y^  enthält,  kann  es 
selbst  als  yn  genommen  werden,  so  dass 


328  12.  Kapitel.  [§  169] 
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/■  =  1 

ist.     Ist   W  unabhängig  von  «/„,   so  kann  ®d  ausgedrückt  werden  in 

der  Form: 

«—1 

r  =  l 

5.  Sollte  das  Hülfssystem,  ebenfalls  unter  der  Bescliränkung  A  =  0 , 
nicht  bestimmt  sein,  sondern  nur  p  verschiedene  Gleichimgen  ent- 
halten, so  macht  Darboux  es  wie  im  vorigen  Falle  zu  einem  be- 
stimmten, indem  er  demselben  n  —  p  —  1  Gleichungen 

d(p,=0,  .  .  .,  d(pn^p_i  =  0 
associirt.    Die  Beweisführung  erfolgt  in  derselben  Weise  wie  zuvor,  und 
das  allgemeine  Resultat  der  ersten  Transformation  ist,  dass  ein  Aus- 
druck &a  stets  transformirt  werden  kann  in  einen  andern  von  den 
drei  Formen : 

71  —  1 

Vn  ^     Yrdyr 

n  —  1 

2l,  Yrdyr 
r  =  l 

n—1 

dyn    +     ^     Yrdyr, 

wo  die  Variablen  y^,  .  .  .,yrt—i,yn  von  einander  unabhängig  sind  und 
die  Coefficienten  Y  nur  von  den  Variablen  y^,  .  .  .,  j/„_i  abhängen. 

6.  Demnach  kann  ein  Ausdruck  &a  stets  auf  eine  oder  die  andere 
der  Formen  gebracht  werden: 

p 
dy  —  ^  0rdyr 

r  =  l 

P 

^    ^rdljr, 
r — 1 

WO  die  Grrössen  «/,  s,-,  y,-  Functionen  sämmtlicher  Veränderlichen  in 
®a  und  von  einander  unabhängig  sind;  und  2 j9  -|-  1  oder  2p,  je  nach- 
dem die  erste  oder  zweite  Form  gilt,  ist  nicht  grösser  als  w. 

Auf  die  erste  oder  zweite  Form  kann  &a  zurückgeführt  Averden, 
je  nachdem  die  Hülfsgieichungen  dadurch  nicht  befriedigt  oder  be- 
friedigt werden  können,  dass  man  X   von  Null  verschieden  annimmt. 
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Die  ganze  Zahl  |;  bestimmt  sicli  als  die  Hälfte  der  (notliwendig  ge- 
raden) Zahl  von  unabhängigen  Gleichungen  in  dem  Hülfssystem  und 
die  2j9  Grössen  yi  und  Zi  sind  ein  System  von  Integralen  dieser  un- 
abhängigen Gleichungen.  Für  die  erste  Form  sind  die  Grössen  y 
und  z  notliwendig  unabhängig  von  k,  welches  für  das  zugehörige 
Hülfssystem  gleich  Null  gesetzt  worden  ist;  für  die  letztere  Form 
sind  die  Verhältnisse  der  Grössen  z  von  l  unabhängig. 

7.  Darbous  wendet  die  Cauchy'sche  Methode  der  Integration 
der  Hülfsgieichungen  an  und  gelangt  zu  Resultaten,  welche  den  Re- 
sultaten von  Lie  (§  147  imd  154)  bezüglich  der  Transformation  des 
Ausdrucks  auf  eine  äquivalente  bedingungsfreie  Form  analog  sind. 
Dieselben  bestehen  in  Folgendem. 

a.     Wenn 


^  Zrdyr 


die  canonische  Form  des  Ausdrucks  ist,  so  hat  das  aus  2p  unab- 
hängigen Gleichungen  bestehende  Hülfssystem  2p  —  1  von  A  unab- 
hängige Integrale.  Es  müssen  daher  mindestens  n  ■ —  2p  -{-  1  Va- 
riablen, etwa  x^p,  ...,  Xn,  vorhanden  sein,  welche  nicht  Integrale 
des  Systems  sind.  Wenn  dann  die  2p  —  1  Integrale  in  der  Form 
von  Hauptintegralen  genommen  und  mit  Wj,  ...,  U2p—i  bezeichnet 
werden,  so  dass  sich  u^ ,  ...,  Uzp—i  auf  x^,  ...,  x^p—i  respective 
reduciren,  falls  man  x^p,  .  .  .,  Xn  constante  Werthe  a^p,  .  .  .,  a„  bei- 
legt, so  ist  die  äquivalente  bedingungsfreie  Form: 

2p- 


&a  =  K^   Ural 


wo    Ur  der    Werth  von    Xr  ist,    den  mau   erhält,    wenn  man  x^   für 
s  =  1 ,  .  .  . ,  2p  —  1  durch  u^  und  im:  s  =  2p ,  .  .  . ,  n  durch  a,  ersetzt, 
b.     Wenn 


die  canonische  Form  des  Ausdrucks  ist,  so  ist  in  dem  Hülfssystem 
A  =  0  und  das  System  von  2p  unabhängigen  Gleichungen  hat  2  p 
unabhängige  Integrale.  Es  müssen  daher  mindestens  n  —  2p  Va- 
riablen, etwa  a?2p+i,  .  .  .,  Xr,  vorhanden  sein,  welche  nicht  Integrale 
des   Systems    sind.     Wenn  dann   die   2/)  Integrale  in   der  Form  von 
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[§  170] 


Hauptintegralen  genommen  und  mit  % ,  .  .  . ,  U2p  bezeiclinet  werden^ 
so  dass  sich  u^,  .  .  . ,  u^p  auf  x^  ^  .  .  . ,  x^p  respective  reduciren,  falls 
man  x^pj^x,  .  .  .,  Xn  constante  Werthe  a^pj^-i,  ■  .  .,  «2p  beilegt,  so  ist 
die  äquivalente  bedingungsfreie  Form: 

2  p 

&d  =  dII-\-    ^     ürdUr, 
r=l 

wo  TJr  der  Wertb  von  X^  ist,  den  man  erbält,  wenn  man  Xg  für 
s  =  1,  .  .  . ,  2p  durch.  ««^  und  iür  s  =  2p  -j-  1,  .  .  .,  n  durch  a^  ersetzt, 
und  H  eine  Function  ist,  welche  verschwindet  für  das  letzte  System 
von  Substitutionen  constanter  Werthe   für  die  n  ■ —  2p  Variablen  x. 


§  170.     . 

Diese  Resultate  werden  angewendet  auf  die  Lösung  partieller 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (§  136). 

Der  Rest  der  Abhandlung  ist  einer  Untersuchung  der  Relationen, 
welche  die  Grundlage  der  Clebsch'schen  Integrationsmethode  (§  125) 
bilden,  und  der  Begründung*)  der  Theorie  der  Berührungstransfor- 
mationen gewidmet,  welche  (wie  im  ersten  Theile  der  Abhandlung) 
aus  zwei  simultanen  Systemen  von  Variationen  hervorgehen.  Es  ist 
überflüssig,  die  Untersuchung  hier  zu  reproduciren;  die  Resultate 
stimmen  mit  denen  überein,  welche  vorher  von  Lie  und  unabhängig 
von  Mayer  begründet  und  bereits  in  Kapitel  9  erörtert  worden  sind. 

Aufgabe.  Man  beweise,  dass  unter  Benutzung  der  gewöhnlichen 
bei  den  Pf  äff 'sehen  Differentialen  angewendeten  Bezeichnung  die 
beiden  Ausdrücke 


«1,1  j 


««,  l  7         -t  1 


«1,  n  ; 

dcp 


d(p 


Pn 

0 


«1 1 


3      ««,  1 


«1 


««,  n 


*)  Diesem  Theile  seiner  Untersncliung  folgt  Jordan  in  seinem  Com"s  d' Ana- 
lyse, Bd.  3  (1887),  S.  339—348. 


[§  170]  Abriss  der  Methode  von  Darboux.  331 

welche  man  hieraus  erhält,  iuclem  man  einmal  P, ,  . . . ,  P„  =  X^ ,  ...,  X„ 

und  zweitens  Pj ,  .  .  . ,  Pn  =  0 —  7  •  •  •  ?  0^  setzt,  bei  Vertauschung  der 

0  Xi  0  x^ 

unabhängigen   Variablen    Invarianten    sind,    vorausgesetzt,    dass    der 
Pfaff'sche  Ausdruck  keiner  Bedingung  unterliegt. 

Man  zeige,  dass  diese  Ausdrücke  die  von  Clebsch  in  seiner 
Theorie  des  Pf  äff  sehen  Problems  durch  die  Symbole  (9?)  und  (95  ^  i^) 
bezeichneten  Grrössen  sind.  (Darboux.) 


13.  Kapitel. 
Systeme  von  Pfaff'sclien  Crleiclmngeii. 


In  der  Theorie  der  Systeme  bedingungsfreier  Pf  äff 'scher  Func- 
tionen-ist,  wie  man  sehen  wird,  kaum  irgend  ein  Fortschritt  gemacht 
worden.  In  der  That  giebt  es  nur  sehr  wenige  Untersuchungen, 
welche  die  Systeme  simultaner  nicht-exacter  Grieichungen  behandeln, 
und  auch  diejenigen,  welche  veröffentlicht  worden  sind,  discutiren 
meistentheils  solche  exacten  Integrale,  wie  sie  die  Systeme  besitzen 
können.  Die  Hauptquellen,  aus  denen  man  sich  über  diesen  Gregen- 
stand  unterrichten  kann,  sind  folgende: 

Biermann,  Ueber  n  simultane  Differentialgleichungen  der 
Form  ^Xa  dx^,  =-  0,  Schlömilch's  Zeitschrift,  Bd.  30  (1885) 
S.  234—244. 
Boole,  On  simultaneous  differential  equations  of  the  first  order 
in  which  the  number  of  the  variables  exceeds  by  more 
than  one  the  number  of  the  equations,  Phil.  Trans.,  1862, 
S.  437—454. 

On  the   differential    equations    of  dynamics,    Phil.  Trans., 
1863,  S.  485—501. 

Supplementary  'Volume   of  Treatise   on  DiflPerential  Equa- 
tions, 1865,  S.  74—89. 
Engel,  Zur  Invariantentheorie   der  Systeme  von  Pfaff'schen 
.  Gleichungen,  Leipz.  Sitzungsber.  (1889),  S.  157 — 176;  ibid. 
(1890),  S.  192 — 207.     Diese  schliesst  sich  unmittelbar  an 
an  §  128  und  129  von  Lie's  Theorie  der  Transformations 
gruppen  (Leipzig  1888),  welche   sich  mit  dem  Charakter 
solcher  Transformationen  beschäftigen,  die  ein  solches  Sy- 
stem zulässt. 
Frobenius,    Ueber  das   Pf  äff 'sehe  Problem,    Crelle's    Journ. 

Bd.  82  (1877),  besonders  g.  287—289  der  Abhandlung.  • 
Imschenetsky,  Integration   des   equations   aux   derivees  par- 
tielles du   second   ordre  d'une  fonction  de   deux  variables, 
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erun.  Arch.  Bd.  54  (1872),  besonders  S.  290—314  der  Ab- 
handlung. (Aucli  deutsch  als  Anhang  zu  Man sion,  Theorie 
der  partiellen  Diiferentialgieichungen  erster  Ordnung,  Berlin, 
J.  Springer,  1892.) 

Tauner,  Preliminary  note  ou  a  generalisation  of  Pfaff's 
Problem,  Lond.  Math.  Soc.  Proc,  Band  11  (1880),  Seite 
131—139.*) 

Voss,  lieber  die  Differentialgleichungen  der  Mechanik,  Math. 
Amial.  Bd.  25  (1885),  besonders  S.  258—263  der  Ab- 
handlung. 

§  171. 

Das  System  von  n  in  den  Differentialelementen  der  Variablen 
linearen  Gleichungen  (und  das  gleichweit  sich  erstreckende  System 
der  zugehörigen  in  den  Ableitungen  der  abhängigen  Function  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen),  welches  in  Kapitel  2  discutirt 
wurde,  bestand  als  simultanes  exactes  System  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  in  §  2&  als  Kriterien  für  die  Exactheit  gegebenen 
Bedingungen  erfüllt  seien,  und  auf  Grund  dieser  Voraussetzung  wurde 
gefolgert,  dass  ein  äquivalentes  System  von  n  Integralgleichungen 
von  der  Gestalt  Ur  =  Cr  existirt.  Jede  solche  Gleichung  ist  an  und 
durch  sich  selbst  ein  Integral  des  Systems  von  Differentialgleichungen, 
d.  h.,  wenn  wir  uns  auf  das  System  von  n  Gleichungen  beschränken, 
die  abgeleitete  Gleichung 

dur  =  0 

wird  vollständig  befriedigt  mit  Hülfe  der  ursprünglichen  Differential- 
gleichungen und  man  hat,  um  sie  zu  befriedigen,  nicht  nöthig,  irgend 
eine  der  andern  Litegralgleichungen  zu  benutzen;  und  eine  solche 
Gleichung  wie 

dUr  =  0 

ist  uui-  eine  lineare  Combination  einiger  (oder  aller)  der  gegebenen 
Differentialgleichungen. 

Wird  das  ganze  System  von  w  Integralen  (von  denen  jedes  an  und 
durch  sich  selbst  ein  Integral  des  Systems  der  Differentialgleichungen 
ist)  als  simultanes  System  betrachtet,  so  haben  wir  n  Gleichungen 

du^  =  0 ,  .  .  . ,  dUn  =  0 ; 
jede  derselben  wird  infolge  der  ursprünglichen  Gleichungen  befriedigt 

*)  Den  von  Prof.  Tann  er  in  dieser  Abhandlung  erhaltenen  Resultaten 
vermag  ich  aus  verschiedenen  Gründen  nicht  zuzustimmen. 
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und  ist  eine  lineare  Combination  dieser  Gleichungen.  Die  n  Integrale 
sind  aber  von  einander  unabhängig^  so  dass  aucb  die  n  Grleicliungen 
du  =  0  unabhängig  sind,  d.  h.  die  linearen  Combinationen  der  vor- 
stehenden Gleichungen  sind  von  einander  unabhängig  und  somit 
kömien  die  ursprünglichen  Gleichungen  aus  den  Gleichungen  du  =  (}, 
welche  eine  unmittelbare  Folge  des  Integralsystems  sind,  abgeleitet 
werden.  Demnach  sind  das  System  der  n  abgeleiteten  Integrale  und 
das  System  der  n  gegebenen  Differentialgleichungen  vollständig  äqui- 
valent zu  einander  und  von  gleichem  Umfange  mit  einander,  voraus- 
gesetzt dass,  wie  schon  erwähnt,  die  Bedingungen  des  Kapitel  2,  die 
daselbst  als  nothwendig  und  hinreichend  erwiesen  wurden,  sämmtlich 
erfüllt  sind.  Das  System  wird  in  diesem  Falle  vollständig  inte- 
grirbar  genannt. 

Das  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  wird  aber  noch 
als  simultanes  System  bestehen,  wenn  nur  einige  oder  auch  gar  keine 
der  Integrabilitätsbedingungen  erfüllt  sind.  In  dem  ersten  Falle,  wo 
nur  einige  der  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  sind,  kann  das  System 
von  Differentialgleichungen  einige  exacte  Integrale  haben,  d.  h.  es 
kann  einige  Gleichungen  von  der  Form  u  =  c  von  solcher  Art  geben, 

dass 

du  =  Q 

nur  allein  infolge  des  Systems  von  Differentialgleichungen  ohne  Rück- 
sicht auf  irgendwelche  Integralbeziehungen  zwischen  den  Veränder- 
lichen befriedigt  ist.  Die  Anzahl  dieser  exacten  Integrale  muss  kleiner 
als  n  sein,  denn  sonst  würde  das  System  vollständig  iutegrirbar  sein, 
und  jedes  von  ihnen  (die  nothwendig  als  von  einander  unabhängig 
angenommen  werden)  führt,  wenn  es  differentiirt  wird,  zu  einer  linearen 
Combination  des  Systems  ^von  Gleichungen  und  die  verschiedenen  Com- 
binatidhen  sind  von  einander  unabhängig.  Wenn  ein  solches  System 
eine  Anzahl  exacter  Integrale  besitzt,  wo  diese  Anzahl  kleiner  ist  als 
die  Anzahl  der  gegebenen  Gleichungen,  so  heisst  dasselbe  unvoll- 
ständig integrirbar. 

Aus  der  früheren  Darlegung  ist  ersichtlich,  dass  das  System 
exacter  Integrale,  welches  ein  unvollständig  integrirbares  System  von 
Differentialgleichungen  besitzt,  dem  System  der  Differentialgleichungen 
nicht  äquivalent  ist.  In  der  That,  da  jedes  Glied  des  Systems  zu 
einer  linearen  Combination  des  Systems  von  Gleichungen  führt,  so 
erhält  man  eine  Anzahl  von  unabhängigen  linearen  Combinationen 
der  Glieder  des  Systems,  die  kleiner  ist  als  die  Anzahl  der  Glieder, 
und  daher  kann  das  System  von  Differentialgleichungen  nicht  aus  den 
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exacten  Integralen  abgeleitet  werden.  Die  Ausfüllung  dieser  Lücke, 
d.  h.  die  Herstellung  eines  Integraläquivalents  für  die  Differential- 
gleichungen  und  die  Benutzung  der  exacten  Integrale  zur  Transfor- 
mation des  DifferentialsystemSj  wird  später  erörtert  werden. 

Endlich  kann  es  Torkommen,  dass  das  gegebene  System  von 
Differentialgleicbungen  gar  kein  exactes  Integral  besitzt,  d.  li.  dass  es 
keine  lineare  Combination  der  Grleichungen  giebt,  die  zu  einer 
Gleicbung 

du  =  0 

führen  könnte.  In  diesem  Falle  wird  das  System  niclit  integrirbar 
genannt  und  es  erhebt  sich  wie  vorher  die  Frag'e  nach  dem  Lite- 
graläquivalent  desselben. 

§  172. 

Die  Integration  eines  vollständig  integrirbareu  Systems  ist  bereits 
discutirt  worden;  wir  gehen  zur  Discussion  der  charakteristischen 
Eigenschaften  eines  unvollständig  integrirbareu  Systems  über. 
Natürlich  ist  der  erste  Schritt  die  Bestimmung  der  Anzahl  und  der 
Form  der  exacten  Integrale. 

Wir  nehmen  das  System  von  n  Grleichungen  mit  m  +  n  Ver- 
änderlichen in  der  Form: 

Sil    =    -   dXm  +  i  +  Ai^idXi  -{-   J.1,2^^2  +  •  •  •  +  Äi,,ndx,n  =  0 

-^1'  =  —  dx„,j^2  +  Ä2,idxi  -\-  Ä^^^dXi  +  •  •  •  +  A^^mdXr,,  =  0 


(I) 


.sin  =  dXmJ^n  +  An,ldXi    -f-  An^^dx^    +   '  '  "   +  A,m  ^^w  =    0, 

wo  die  Coefficienten  A  Fimctionen  der  Variablen  x  sind. 

Es  sei  (p  =  c  ein  exactes  Integral  des  Systems  (I) ;  dann '  ist  die 
Differentialgleichung 

d(p  =  0 

eine  lineare  Combination  der  n  Grleichungen  Sl  =  0  und  ist  infolge 
dieser  Grleichungen  befriedigt.  Die  Form  der  Combination  liegt  auf 
Hand,  nämlich 

da)  =  —  X,  o  ^^     Sir , 

und  daher  erhalten  wir,  wenn  wir  für  d(p  seinen  vollständigen  Aus- 
druck setzen  und  die  rechte  Seite  auf  die  linke  schaffen,  die  Gleichung: 

m  n  tu 

s=l  »  r  =  i  '"+'^      s  =  l  ^ 
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welche  im  Verein  mit  (I)  befriedigt  ist.  Diese  Gleichung  enthält 
aber  nur  die  Differentialelemente  dx^,  .  .  .,  dXm,  zwischen  denen  durch 
(I)  keine  Relation  gegeben  ist;  demnach  muss  der  Coefficient  jedes 
der  Elemente  verschwinden,   so  dass  man    die  m  Gleichungen  erhält: 


^ö"^ 


(s=  1,  ...,  m), 

welche  für  ein  exactes  Integral  cp  des  gegebenen  Systems  (Ij  er- 
füllt sind,  und  diese  müssen  durch  jedes  solches  Integral  befrie- 
digt werden. 

Nun  ist  dieses  System  (11)  der  Form  nach  dasselbe  wie  das  ent- 
sprechende System  (11)  in  §  38;  das  vorliegende  aber  ist  nicht  voll- 
ständig (in  dem  Jacob i'schen  Sinne) ,  da  die  Bedingungen  für  die 
Coesistenz  und  den  Besitz  gemeinschaftlicher  Lösungen  nicht  sämmt- 
lich  befriedigt  sind,  wie  es  bei  dem  früheren  System  der  Fall  war. 
Daher  verschwinden  die  Grössen 

(A, ,  Ay)  =  (A,  A,-  —  A,-  A;)  ^ 

nicht  sämmtlich  infolge  von  (11)  und  mithin  kann  man  neue  nicht- 
verschwindende  Ausdrücke  V,,^  erhalten,  die  sämmtlich  linear  und 
homogen  in  den  partiellen  ersten  Differentialquotienten  von  cp  nach 
Xm+i,  ■■',  Xm+n  siud.  Damit  Functionen  gp  der  angegebenen  Art 
existiren  können,  ist  nach  der  gewöhnlichen  Theorie  erforderlich,  dass 
für  jedes  Operationssymbol 

sei.  Hierdurch  werden  neue  Differentialgleichungen  in  das  System 
eingeführt  und  man  muss'  mit  der  Anwendung  der  Jacob  i'schen  Be- 
dingungen in  der  Form 

(A,  v,)  =  o,       (V.,  vo  =  o 

fortfahren,  indem  man  jede  nicht  verschwindende  und  nicht  erfüllte 
Bedingung  als  neue  mit  dem  bereits  erhaltenen  Systeme  zu  verbin- 
dende Gleichung  beibehält,  bis  auf  diese  Weise  keine  neuen  Glei- 
chungen mehr  entstehen.  Das  in  dieser  Weise  erweiterte  System  ist 
nun  ein  vollständiges  System  und  die  einzelnen  Glieder  des  Systems 
sind  linear  von  einander  unabhängig. 

Das  ursprüngliche  System  (II)  enthielt  m  Gleichungen.  Ist  p 
die  Anzahl  der  Glieder,  welche  nothwendig  sind,  um  dasselbe  zu  einem 
vollständigen  System  zu  machen,  und  sind  diese  letzteren 
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(in)  v,^^Jb.,.4--==.o 

(s==l,  2,  ...,  p), 

so  ist  die  Function  q)  eine  Lösung  der  m  +  J'  simultanen  linearen 
homogenen  partiellen  Differentialgleichungen  des  vollständigen  durch 
(II)  und  (III)  gebildeten  Systems. 

Ist  p<in,  so  besitzt  das  YoUständige  System  von  m  -{- p  Grlei- 
chungen  mit  m  -{-  n  Variablen  nach  §  38  n  —  p  functional  von 
einander  unabhängige  Lösungen  und  daher  hat  das  ursprüngliche 
System  (I)  von  Differentialgleichungen  n  —  p  exacte  Integrale. 

Ist  p  =^  n,  so  können,  weil  die  Gleichungen  (II)  und  (III)  linear 

von  einander  unabhängig  und   in  den  m  -\-  n  Grössen  —-  linear  und 

homogen  sind,  dieselben  nur  befriedigt  sein,  wenn  jede  der  Ablei- 
tungen von  (p  gleich  Null  ist,  und  daher  muss  90  selbst  eine  blosse 
Constante  sein,  ein  Resultat,  welches,  soweit  exacte  Integrale  in  Frage 
kommen,  keinen  Sinn  hat. 

Analog  kann,  wenn  p>w  ist,  das  vollständige  System  nur 
durch  Nullwerthe  der  Ableitungen  von  (p  befriedigt  werden,  was 
ebenfalls,  soweit  die  Existenz  gemeinschaftlicher  exacter  Integrale  in 
Frage  kommt,  zu  einem  nichtssagenden  Resultat  führt. 

Hiernach  ist  klar,  dass  das  gegebene  System  (I)  exacte 
Integrale  nur  besitzt,  wenn  das  zugehörige  System  partieller 
Differentialgleichungen  (IIj  durch  Hinzufügung  von  weniger 
als  n  neuen  Gleichungen  zu  einem  vollständigen  System  ge- 
macht werden  kann;  und  wenn  zu  diesem  Zwecke  p  neue 
Gleichungen  hinzugefügt  werden  müssen,  so  ist  die  Anzahl 
exacter  Integrale  gleich  n — p. 

§  173. 

Die  Bedingungen  für  den  Besitz  von  n  —  p  exacten  Integralen 
sind  somit  identisch  mit  den  Bedingungen  dafür,  dass  das  System  zu- 
gehöriger partieller  Differentialgleichungen  (11)  durch  Hinzufügung 
von  p  abgeleiteten  Gleichungen  zu  demselben  zu  einem  vollständigen 
gemacht  werden  kann.  Die  Darstellungsform  dieser  Bedingungen  für 
den  allgemeinsten  Fall  kann  aus  der  Form  der  Bedingungen  für  den 
folgenden  besonderen  Fall  gefolgert  werden. 

Wir  betrachten  das  System  von  Gleichungen: 

Porsyth,  Iheorie  der  Differentialgleichungen.  22 
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du  =  U^dx^  -\-  U^dx^  +  U^dx.^  -f-  U^dx^ 
dv  =^  V-^^dx^  -\-  V^dx^  -\-  V^dx^  -f-  V^dx^ 
div  =  W^dx^  -\-  W^dx^  +  W^dx^  +  W^dx^^ 

Die  zugehörigen  dem  System  (11)  entsprechenden  partiellen  Differen- 
tialgleichungen sind: 

^        ox^    '  du    ^  ov     ^  civ 

(r  =  l,2,3,  4). 
Es  sei: 

A,Pj-AjP,  =  P,j 

für  P  =  U,  V,  W\  alsdann  sind  die  Bedingungen  für  die  Coexistenz 
der  vier  Gleichungen  und  für  den  Besitz  gemeinschaftlicher  Lösungen 
dargestellt  durch  die  sechs  Gleichungen 

^u^  =  Uu^  7-  +  Vij  '^  +  W^,  1^  =  0, 

von  denen  einige  weder  identisch  verschwinden  noch  infolge  des  ersten 
Systems  befriedigt  sein  dürfen.     Ferner  sei 

Ai  Pi,j  —  Ai_j  Pk  =  jcPij 
für  jedes  Symbol  Je ;  weiter 

für  jedes  Symbol  d-  u.  s.  w.,   und   es  werde  die  rechtwinklige  Matrix 

■i,j  '       k      i,j     '      l,k      i^j     '      l,k      i,j     '       l,k       i,J     '       l,k       i,j     '       l,k        t,j    \ 

Y  V  V  ™  17  m,«T7  rn,nyp  in.nyp,  g\\  ^  ^  ^ 

i,j  '       k      i,j     '      l,k      i,j    '       l,k      i,j     '       l,k       i,j     '       l,k       i,j    '       l,k       i^j 

w.  ,  ,w..,  ,,w..,  ;\w. .,  "^'^w. .,"!';; wr,  7';TF^fi| 

i,j  '       k        i,j  '      l.k        i,j  '       l,k        i,j   '      l,k         i,j    '      l,k         i,j  '       l,k         i,j   ^ 

für  alle  Werthe  1,  2,3  von  i,  j,  h,  I,  m,  n,  p,  q  gebildet ,  wobei 
in  der  Matrix  sieben  Arten  von  Grössen  vorkommen. 

Damit  dann  das  ursprüngliche  System  drei  von  einander  unab- 
hängige exacte  Integrale  haben  könne  (es  kann  nicht  mehr  als  drei 
haben),  ist  es  nothw endig  und  hinreichend,  dass  sämmtliche  Deter- 
minanten eines  Elementes,  welche  aus  den  Grössen  der  in  der  ersten 
angegebenen  Colonue  in  obiger  Matrix  vorkommenden  Type  gebildet 
sind,  verschwinden,  mit  andern  Worten,  dass  säramtliche  Grössen 
Uijy  Vij,  Wij  verschwinden.  Wir  können  diese  die  Bedingungen  für 
drei  Integrale  nennen. 

Damit  das  ursprüngliche  System  nur  zwei  exacte  Integrale  be- 
sitzen könne,  ist  nothw  endig  und  hinreichend,   erstens  dass   die  Be- 
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clingungeii  für  drei  Integrale  nicht  sämmtlicli  befriedigt  sind,  zweitens 
dass  sämmtliche  Determinanten  von  2^  Elementen,  welclie  aus  den 
Grössen  der  in  den  drei  ersten  angegebenen  Colonnen  der  Matrix  vor- 
kommenden Type  gebildet  sind,  verscbwinden.  Diese  werden  wir  die 
Bedingungen  für  zwei  Litegrale  nennen;  sie  erfordern,  dass  eine  neue 
Grleicbung  zu  dem  ursprünglichen  System  von  vier  partiellen  Differen- 
tialgleichungen hinzugefügt  werden  soll. 

Damit  das  ursprüngliche  System  nur  ein  exactes  Integral  haben 
könne,  ist  uothwendig  und  hinreichend,  erstens  dass  die  Bedingungen 
für  zwei  Integrale  nicht  sämmtlich  befriedigt  sind,  zweitens  dass  sämmt- 
liche Determinanten  aus  3"'  Elementen,  welche  aus  allen  in  der  Matrix 
vorkommenden  Elementen  gebildet  werden  können,  verschwinden. 
Diese  werden  wir  die  Bedingungen  für  ein  Integral  nennen;  sie  be- 
sagen, dass  dem  ursprünglichen  System  von  vier  partiellen  Differen- 
tialgleichungen  zwei   neue   Gleichungen   hinzugefügt   werden   müssen. 

Damit  schliesslich  das  ursprüngliche  System  kein  exactes  Integral 
besitze,  ist  es  nothwendig  und  hinreichend,  dass  nicht  alle  Determi- 
nanten von  3^  Elementen,  welche  in  den  Bedingungen  für  ein  Integral 
näher  bezeiclinet  sind,  verschwinden. 

Die  Verallgemeineruug  auf  das  System  (I)  liegt  nun  auf  der 
Hand.  Man  würde  ein  rechtwinkliges  System  mit  n  Reihen  bilden 
müssen;  die  Anzahl  der  Typen  von  Grössen,  welche  in  dem  System 
vorkämen,  würde  2'*  —  1  sein;  die  Zahl  der  Grössen  jeder  Type  würde 
von  m  und  ausser  der  ersten  Type*)  auch  von  n  abhängen.  Die 
Bedingungen,  dass  das  System  nur  n  —  p  exacte  Integrale  besitze, 
sind  die,  dass  die  Determinanten  aus  p^  Elementen,  welche  aus  den 
Grössen  der  in  den  ersten  2p  —  1  Colonnen  vorkommenden  Type  ge- 
bildet sind,  verschwinden,  nicht  aber  sämmtliche  Determinanten  aus 
einer  geringeren  Anzahl  von  Elementen  verschwinden. 

Aufgabe  1.  Man  folgere  aus  dem  Vorhergehenden  (oder  beweise 
irgendwie),  dass  das  simultane  Systam 

Cv  JL/o     t^A    'v  t/z-i  I         tA/,-L  Cv  lA/g    I 

dx^  ==  XgdXi  +  d-dx2  \ 

dx^  =  d'dx^   -\- Xrjdx^] 
wo  d'  irgend  eine  Function  aller  sieben  Veränderlichen  ist,  kein  ex- 
actes Integral  besitzt. 

Aufgabe  2.     Die  Bedingungen  dafür,  dass  die  beiden  Gleichungen 


''}  Die  Anzahl  der  Grössen  der  ersten  Type  ist  \  m  {m  —  1). 

22* 
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dx-^  =  a.^dx^  -\-  a^dx^ 

dx^  =  ß^dxg  -\-  ß^dx^ 

ein  oder  kein  exactes  Integral  liaben,   sind  erstens,  dass  die  Grössen 


wo 


^     7lrr       'T      ß^ 


dx. 


+  "^  dx. 


dx. 


dxc 


ist,  niclit  beide  verschwinden,   und  zweitens,   dass  die  Determinanten 
zweiter  Ordnung  in 

A^y^  —  Ba^,     A^y^—Ba^ 

A,y,-Bß,,     A,y,-Bß, 


?2, 


wo 


B 


^1  dx,  +  '^■'  dx. 


ist,    respective    sämmtlich    verschwinden    oder    nicht    sämmtlich    ver- 
schwinden. (Engel.) 

Beispiel  1.     Wir    betrachten    das    simultane    System    von    Grlei- 
chungen  *) : 

ds  =  (t  -\-  xy  -\-  xz)  dx  -\-  (xzt  -\-  y  —  xy)  dy) 
^i  =  {y  -\-  2  —  ^ x)  dx  -\-  (0t  ■ —  y)  dy  j 

Die  zugehörigen  partiellen  Diiferentialgleichungen  sind: 

^9^  =  ll  +  (^  +  ^2/  +  ^^)  If  +  (^  +  ^  -  3^)  1^  =  0 


dt 


ccp 


dcp 


C(p 


^'9^  =  ai  +  ^^^^  +  2/  —  ^y)  £-  +  (^i  —  y)  g^  =  o. 

Bildet  man  die  Jacob'i'sche  Bedingung,  so  hat  man  in  der  Be- 
zeiclinung  der  letzten  Aufgabe: 

Yi  =  oc{f  -\-  xyt  -\-  xy  -\-  yz  -{-  s^  —  ?>xz  —  1  —  y) 
y.2  =      t^  -\-  xyt  -\-  xy  -\-  y z  -\-  B^  —  '^xz  —  1  —  y , 
so  dass,  wenn  man  den  algebraischen  Factor  abwirft,  die  Jacobi'sche 
Bedingung  ist: 

Kf/  dw      .     CCD  rv 

A  w  =  x~^4-  -1—  ==0. 

^  dz    *    dt 

Die  drei  Gleichungen  Aq)  =  0 ,  A'g)  =  0,  A"q)  =  0  bilden,  wie 
man  leicht  beweist,  ein  vollständiges  System;  da  sie  vier  unabhängige 
Veränderliche  enthalten,  so  haben  sie  ein  Integral. 


*)  Boole,  Pbil.  Trans.  1862,  S.  450. 
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Die  leichteste  Art,  dieses  Integral  zu  erhalten,  ist  folgende.    Aus 
den  Gleichungen  erhalten  wir: 

öt  dz 

dq)  8q) 

dy  "  dz 


1^  =  _  (3:^2  +  0  1^ 
ex  ^  ^     ''  dz 


und  daher: 

(7  9 


d(p  =  ö^  {f^^  —  i*?^^  —  ydy  — ■  (3^:;^  +  0  '^^} 

Da  dcp  und  6?(^  —  ic?^  —  x^ 2"  ^7   vollkommene  Differentiale   sind, 

so  folgt,  dass  -^  irgend  eine  Function  von  s  ■ —  xt  —  x^ —  y^  allein 


ist.     Somit  kami  man 

1 
"2 


u  =  2  —  xt  —  x^  — ^  y^  =  c 


als  das  eine  gesuchte  Integral  nehmen. 

Aufgabe  3.     Man  behandele  analog  die  Grleichungen 

dx  -\- dy -i- d0 -{- (x  -\- 1)  dt  =  0' 

xdx  +  ydy  +  zds  —  xdt  =  0_ 

(Mansion.) 
Ebenso  die  Grleichungen: 

^      ^2  (^2        ^5)       ^4  (^3  ~r  ^4)  ^^     I    ^2  (^2  "r  ^%)       ^4  ^^4        ^5)  ^^ 

ax^  -V.  2  _  ^  2  WU>2  "1  ™  2  „2  i*"'-'4 

1  j^   ^2^5  ~r  ^3^4  ^^    ^2 ^3  ~r  ^4 ^5  j^  ' 

f^^K  =  -^—. — -  (dxo  +  dXi) 

Beispiel  2.     Die    folgende   Untersuchung*)    ist    von    erheblicher 


*)  Dieselbe  rührt  wesentlich  von  Imschenetaky  her;  vgl.  „Integration 
des  equations  aux  derivees  partielles  du  second  ordre  d'une  fonction  de  deux 
variables"  Grün.  Arch.  Bd.  54  (1872),  insbesondere  §  13  u.  14,  S.  290—314  (auch 
deutsch  von  H.  Maser  als  Anhang  zu:  Mansion,  Theorie  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung,  Berlin  1892).  Er  hat  die  Untersuchung  von 
Boole  verallgemeinert  und  weiter  geführt  (1.  c.  S.  451,  452);  die  Beziehung 
zwischen  beiden  wird  weiter  unten  angegeben.  Imschenetsky  hat  indessen 
die  Bedingungen  (S.  309)  in  der  Form  zweier  Gleichungen  mit  einer  ab- 
hängigen Variablen  gelassen;   ohne  Beweis  können  diese  nicht  als  blosse  zwei 
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Wichtigkeit    in    der    Theorie    der    partiellen   Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung. 

In  der  gewölinlichen  Monge-Boole'schen  Methode  der  Auflösung 
der  Gleichung 

Kr  +  2Ä's  +  rt  +  V\rt  —  s')  =  V , 
in  welcher  R',  S',  T,  U',  V  Functionen  von  x,  y,  z,  p,  q  sind,  wird 
angenommen,  dass  die  Gleichungen  ein  Zwischenintegral  besitzen,  und 
es  ist  bekannt*),  dass,  wenn  dieses  wirklich  der  Fall  sein  soll,  zwei 
Bedingungen  von  den  Grössen  R',  S',  T',  ü",  V  erfüllt  sein  müssen. 
Diese  Bedingungen  können  folgendermassen  erhalten  werden. 

Um  das  Zwischenintegral  u  =  f(y)  zu  bilden,  ist  es  nothwendig, 
zwei  Integrale  u  ■-=  a ,  v  '=  h  (d.  h.  exacte  Integrale  im  Sinne  der 
vorhergehenden  Paragraphen)  des  Systems  von  Gleichungen  zu  er- 
halten **) : 

U'dy -\- X^T'dx-^  liU'dp  =  0\ 

U'dx-^  X,B'dy  +  l^U'dq  =  o\, 
pdx  +        qdy  —  dz  =  Ol 

wo  X^  und  l.^  die  Wurzeln  der  Gleichung 

1\B:  r  +  VT)  +  "IIJJ'S'  +  f7'2  =  0 
sind.     Für  den  vorliegenden  Zweck  haben  wir  die  Bedingungen  an- 
zugeben   dafür,    dass   das  vorstehende   Gleichungssystem  zwei   exacte 
Integrale  habe. 
Setzt  man 

f.=  -|,   T'=^—Ü'T,  S'^  —  U'S,  R'  =  —U'R,    r=~U'V, 

und  nimmt  man   an,   dass    ü'  nicht  verschwindet,   so  sind  die   Glei- 
chungen: 

dz  =  pdx  -\-  qdy  \ 

dp  =  Tdx  -f-  f*!^!/  (  ; 
dq  =  ii^dx -\- Pidy] 
wo  ^^  und  ft_,  die  Wurzeln  der  Gleichung 


Bedingungen  genommen  werden,  die  sicli  auf  Grössen  erstrecken,  die  jene  ab- 
hängige Veränderliche  nicht  enthalten.  Die  expliciten  Bedingungen  werden  in 
obiger  Untersuchung  aufgestellt. 

*)  Vgl.  Lehrbuch  §  230.     Das  Resultat   ist    oflenbar   in   genau  denselben 
Worten  anwendbar  auf  den  Fall,  wo   TJ  nicht  verschwindet. 
**j  Vgl.  Lehrbuch  §  232—234. 
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sind.  Die  partiellen  zu  dem  System  gehörigen  Differentialgleichungen 
sind: 

^>  =  (ä|  +  ^  Ä  +  ^1 1^  +  ^^)  9^  =  oj ' 

und  diese  beiden  Gleichungen  enthalten  fünf  Variable.  Jede  den 
beiden  Grleichungen  gemeinschaftliche  Lösung  muss  ferner  der  Glei- 
chung genügen: 

0  =  (AA'  —  A'A)9) 
=  %  (Aq  -  A»  -h  If  (A^,  -  AT)  +  ^  (AR  -  A>.,) 

Nun  untersucht  Boole  (a.  a.  0.)  die  Frage  nach  den  Bedingungen, 
welche  nothwendig  sind,  damit  das  ursprüngliche  System  vollständig 
integrirbar  sei,  also  drei  exacte  Integrale  besitze.  Zu  diesem  Zwecke 
muss  die  neu  erhaltene  Gleichung,  welches  die  Jacobi'sche  Bedingung 
ist,  die  durch  die  beiden  ersten  erfüllt  sein  muss,  identisch  ver- 
schwinden. ^  Demnach  muss  fi2  =  fx.^  =  S'  sein  und  dies  führt  zu  der 
Bedingung 

S^  =  RT-{-  V 
imd  ferner    • 

AS=A'T,  AB.  =  A'S, 

welches  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  sind.  Sind 
diese  Bedingungen  erfüllt,  so  giebt  es  drei  exacte  Integrale,  etwa 
w  =  a,  V  =  b ,  10  =  c.  Werden  p  und  q  aus  ihnen  eliminirt,  so  er- 
hält man  eine  Relation  zwischen  rr,  y,  z,  a,  h,  c,  welche  ein  Integral 
der  ursprünglichen  Differentialgleichung  ist  und  nach  der  Im  sehe - 
netsky 'sehen  Methode  verallgemeinert  werden  kann*). 

Wenn  wir  jedoch  annehmen,  dass  das  System  unvollständig  in- 
tegrirbar ist  und  nur  zwei  exacte  Integrale  hat,  so  darf  die  neue 
Gleichung  nicht  verschwinden  und  die  vorstehenden  Bedingungen 
dürfen  daher  nicht  sämmtlich  erfüllt  sein.  Mmmt  man  an,  dass  die 
Wurzehi   der  quadratischen  Gleichung   in  fi  ungleich   sind,   und  setzt 

man": 

A/it,  -AT         ^ 


f*2    —    f*l 

AjR  —  A>3 

f*2    —    f^l 


-Q, 


*}  Vgl.  Lehrbucli  §  271. 
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SO  ist  die  neue  Gleichung: 

SO  class  nunmehr  q)  drei  Gleichungen  zu  befriedigen  hat.  Da  es  zwei 
Integrale  geben  soll,  so  muss  das  System  vollständig  sein  und  daher 
müssen  die  weiteren  Gleichungen 

(A"A  —  A  A")^  =  0 

(A"A'  — A'A")9)  =  0 

infolge  der  drei  vorhergehenden  erfüllt  sein.  Werden  diese  gebildet, 
so  erhält  man: 

«  ll  +  ||  (A>.  -  A'P)  +  ^  iA"B  _  A'Q)  =  0, 

so  dass  die  nothwendigen  Bedingungen  augenscheinlich  aus  einer  Ver- 
gleichung  mit  A" (p  =  0  allein  ableitbar  sind  und  lauten: 

^,  =  —  P'    +  A"T  —  A  P  =  0 

ß,  =  —  P^  +  A'Vi  —  A'P  =  0 

£l,  =  —  PQ^  A'>,  -  A  ^  =  0 

ß^  =  _g2    -f  A"P  — A'^  =  0, 

deren  Anzahl  gleich  vier  ist. 

Demnach  sind  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
dafür,  dass  die  Differentialgleichung  ein  Zwischenintegral  besitzt,  die, 
dass  die  Gleichungen 

ßi  =  0,     ^2  =  0,     ^3  =  0,     Si,^  =  0 
erfüllt  sein  müssen,  und  diese  sind,  da  sie  durch  die  nicht  schwer  zu 
erhaltenden  Relationen 

QSi,  —  2Pß2  4-  Pßg  =  A  ^2  —  '^''^1 
PSi^  ~~  2  Q  ^.^  +  QSl,  =  A'£i.^  —  ASi^ 
verbmiden  sind,  zwei  unabhängigen  Bedingungen  äquivalent. 

Es  war  angenommen  worden,  dass  die  Wurzeln  der  quadrati- 
schen Gleichung  in  fi  ungleich  sind.  Sind  dieselben  aber  gleich,  so 
lässt  sich  leicht  beweisen,  dass,  wenn  die  Grössen  AS — A' T  und 
AB  —  A' S  nicht  beide  verschwinden,  das  simultane  System  nicht 
mehr  als  ein  exactes  Integral  hat,  und  es  müssen  gewisse  Bedingungen 
erfüllt  sein,  um  den  Besitz  eines  exacten  Integrals  zu  gewährleisten. 
Ist  z.  B.  AS —  A'T  =  0,  so  muss  man,  damit  das  System  ein  exactes 
Integral  haben  köime, 
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S^  =  RT+  r 
haben,  d.  li.  die  Bedingung  für  die  Grleichlieit  der  Wurzeln  muss  er- 
füllt und  S  und  T  müssen  von  der  Form  sein: 

^02     '     dy 

~^  dz  '^  dx' 
wo  '9'  irgend  eine  Function  von  x,  y^  0  ist. 

Analog  kann  gezeigt  werden,  dass  die  noth wendigen  Bedingungen 
dafür,  dass  die  Grleichung 

r-^2Ss-{-  Tt=V 
ein  Zwischenintegral  besitze  (ohne  dass  die  Hülfsgieichungen  ein  voll- 
ständig integrirbares  System  sind),  die  folgenden  sind: 

A"i/  —  AP  =  P%       A'>  +  A'P  =  P^, 

wo 

Q,  ^     A>  p^  A'y  +  A(i' 

fi  —  ft' '  fi  —  f^' 

ist  und  wobei  fi  und  ^'  die  (als  ungleich  angenommenen)  Wurzeln  von 

und  A,  A',  A"  definirt  sind  durch  die  Grleichungen: 

^  -  4  +  f*  ^  +  (^  +  ^^)  ^  +  ^^ 

A'  =  — —    '  — 

dq         ^    dp 

Die  Folgerungen  bezüglich  der  Ausdehnung  der  vier  Bediiigungen 
und  der  Modificationen,  im  Falle  die  Wurzeln  gleich  sind,  brauchen 
kaum  angegeben  zu  werden. 

§  174. 

Die  Anzahl  der  exacten  Litegrale  des  gegebenen  als  unvoll- 
ständig integrirbar  angenommenen  Systems  von  Differentialgleichungen 
ist  gleich  der  Anzahl  von  Lösungen  des  vollständig  gemachten  Systems 
zugehöriger  partieller  Differentialgleichungen.  Für  die  Lösung  eines 
vollständigen  Systems  derartiger  Gleichungen  sind  bereits  Methoden 
gegeben  worden;  wir  können  daher  die  Lösungen  als  bekannt  an- 
nehmen, etwa  in  der  Form: 
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WO  die  Grössen  c  Constanten  sind. 

Sind  aber  diese  Resultate  bekannt^  so  kann  man  sie  benutzen, 
um  das  Grleichungssystem  zu  transformiren.  Jedes  derselben  leitet  zu 
einer  Differentialgleicbung 

du  =  0 , 

welche  eine  lineare  Combination  der  ursprünglichen  Gleichungen  ist, 
und  da  die  n  —  p  Grössen  u  functional  von  einander  unabhängig  sind, 
so  sind  die  n  —  j)  linearen  Combinationen  ebenfalls  von  einander  un- 
abhängig; dieselben  können  daher  benutzt  werden,  um  n — p  der 
ursprünglichen  Gleichungen,  welche  aus  den  in  den  linearen  Combi- 
nationen vorkommenden  passend  ausgewählt  werden  können,  zu  er- 
setzen. Werden  nun  die  Variablen  transformirt,  so  dass  n  —  p  der 
neuen  m  -f-  n  Variabein  u-^,  .  .  .,  iin—p  sind,  so  haben  die  Glei- 
chungen denselben  linearen  Charakter  wie  zuvor.  Die  ersten  n  —  p 
derselben  sind: 

du^  =0,  .  .  .,  dUn—p  =  0; 

die  übrigen  p  sind  linear  und  enthalten  u^,  .  .  .,  Un—^  nebst  den  an- 
deren m  -f-  p  Variabein  imd  das  so  transformirte  System  erstreckt 
sich  ebensoweit  wie  das  ursprüngliche  System. 

Nimmt  man  nun  die  n  —  p  exacten  Integrale  in  der  Form 

U-^  Cj  ,    •  •  •  ;    Uji  — p  Cn  — p 

und  substituirt  diese  in  die  übrigen  p  Gleichungen,  so  erhält  man 
nur  ein  System  von  p  Gleichungen  mit  m  -^  p  Variablen  allein  und 
mit  Constanten.  Ferner  karm  dieses  neue  System  kein  exactes  Integral 
haben,  denn  sonst  würde  ,die  Rückwärtstransformation  zu  den  alten 
Variablen  zu  einem  andern  exacten  Integral  des  alten  Systems  führen. 
Demnach  kann  ein  unvollständig  integrirbares  System 
von  n  Gleichungen,  welches  n — p  exacte  Integrale  besitzt, 
mit  Hülfe  dieser  Integrale  durch  ein  nicht  integrirbares 
System  von  79  Gleichungen  ersetzt  werden,  und  was  auch  immer 
das  Integraläquivalent  des  nicht  integrablen  Systems  sein  möge,  dieses 
Integraläquivalent  bildet  zusammen  mit  dem  System  exacter  Integrale 
das  Integraläquivalent  de^  unvollständig  integrirbaren  Systems,  aus 
welchem  es  abgeleitet  war. 
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§  175. 

Durch,  dieses  Resultat  und  durch  die  noch  übrigbleibende  Frage 
des  §  171  werden  wir  zur  Betrachtung  des  Charakters  des  Integral- 
äquivalents eines  nichtintegrirbaren  Systems  linearer  Gleichungen  ge- 
führt. Ein  solches  System  ist  offenbar  eine  Verallgemeinerung  des 
Falles  einer  einzigen  Pf  äff 'sehen  Grieichung,  und  es  ist  natürlich  zu 
erwarten,  dass  das  Integraläquivalent  eines  solchen  Systems  aus  mehr 
als  den  n  Gleichungen  bestehen  wird,  aus  denen  es  bestehen  würde, 
wenn  das  System  vollständig  integrirbar  wäre.  Wie  in  dem  Falle 
einer  einzigen  Gleichung  ist  es  wünschenswerth,  das  Integraläquivalent 
des  Systems  so  allgemein  als  möglich  zu  erhalten.  Diese  Allgemein- 
heit wird  dui'ch  zwei  Eigenschaften  bedingt:  Erstens,  das  Integral- 
äquivalent muss  die  geringstmögliche  Anzalil  von  Integralgleichungen 
enthalten,  welche  ausreichen,  um  in  eindeutiger  Weise  zu  den  Diffe- 
rentialgleichungen zu  führen,  denn  alsdann  sind  die  Variationen  der 
Veränderlichen  am  wenigsten  beschränkt;  zweitens,  die  Gleichungen  in 
einem  solchen  System  müssen  von  einer  möglichst  allgemeinen  Form 
sein.     Es  ergeben  sich  daher  drei  Probleme: 

1)  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  Gleichungen  in  dem 
Integraläquivalent  eines  nicht  integrirbaren  Systems; 

2)  die  Ableitung  irgend  eines  einfachen  Integraläqui- 
valents eines  solchen  Systems; 

3)  die  Verallgemeinerung  eines  solchen  Integraläqui- 
valents, wenn  man  eins  gefunden  hat. 

Der  gegenwärtige  Stand   der  Analysis   scheint  aber   nur   auszu- 
reichen, um  das  erste  dieser  drei  Probleme  zu  lösen. 
Beispiel.     Das  System 

^Vi  =  y^dy, ,     dy.^  =  y^dy^ , 

in  welchem  i/j,  y^,  y.^,  y^  functional  unabhängig  sind,  ist,  wie  leicht 
zu  sehen,  nicht  integrirbar;  sein  Integraläquivalent  muss  daher  mehr 
als  zwei  Gleichungen  enthalten.  Ein  System  von  Integralen  wird 
offenbar  gegeben  durch : 

^1  =  const.,     2/2  =  const.,     y^  ==  const. ; 
ein  anderes  durch; 

y^  =^  2ta         (eine  Constante) 

i/3  =  2ay^  +  c 

y%  =  ayx   +  C2/i  +  &, 
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und  das  allgemeinste  durch 

9^(yi,  2/2)  =  0 

wo  9)  irgend  eine  willkürliche  Function  ist.  Jedes  von  diesen  Systemen 
führt  zu  den  beiden  gegebeneu  Differentialgleichungen  und  nur  zu 
diesen,  soweit  die  gegebenen  Variationen  in  Betracht  kommen.  Die 
geometrische  Deutung  liegt  auf  der  Hand. 

§  176. 

Wir  nehmen  mm  das  Gleichungssystem  (I),  von  dem  wir  voraus- 
setzen, dass  es  nicht  integrirbar  sei.     Das  System  lautet : 

'ßl  =  dX,n+l  +  ^1,1^^1  +  ^1,2^^2  +  •  •  •  +  Äi^mdXm  =  0 

^2  =  dXm+2  +  ^2,1^^1    +    ^2,2^^2  +   '  '  "  +  ^2,m^^TO  =  0 


(I) 


.^n  =  dx,n+n  +  Än^idx^   +  A,2^^2  +  '  '•  +  Än,mdXm  =  0, 

wo  die  Coefficienten  Ä  Functionen  der  Variablen  sind. 

Wir  gehen  zunächst  dazu  über,  die  geringstmögliche 
Anzahl  von  Grleichungen  zu  bestimmen,  aus  denen  ein  In- 
tegraläquivalent von  (I)  bestehen  kann,  und  zu  diesem  Zwecke 
bedienen  wir  uns  einer  Verallgemeinerung  der  von  Natani  bei  der 
analogen  Aufgabe  in  dem  Falle  einer  Grieichung  benutzten  Methode*), 
nämlich  der  Einführung  neuer  Variablen,  welche  so  gewählt  sind,  dass 
in  den  Gleichungen,  nachdem  sie  transformirt  sind,  so  wenig  Diffe- 
rentialelemente als  möglich  bleiben. 

Die  neuen  Variablen  seien  u^^  U2,  ■  ■  .,  Up',  v-^^,  v^,  .  .  .,  Vr,  wo 

p  -^  r  =  n  -{-  m 

ist;  natürlich  wird  vorausgesetzt,  dass  diese  Variablen  functional  von 

einander  unabhängig  sind.     Alsdann  ist  jede   der  alten  Variablen  x 

durch  die  neuen  ausdrückbar,  und  somit  ist : 

dx=yl^du,-\-  yS^dv,. 


*)  Diese  Aufgabe  scheint  zuerst  von  Biermann  gelöst  zu  sein:  „Ueber 
n  simultane  Differentialgleichungen  der  Form  ^  X  dx  —0''\  Schlöm.  Ztschr. 
Bd.  30  (1885)  S.  234-244. 
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Betraclitet  man  diese  als  willkürliche  Variationeu,   so   hat  man 
für  alle  Grössen  A: 

+2^^-2^-'^+22^'A. 


Gehen  wir  von  willkürlichen  Variationen  zu  solchen  über^  welche 
die  Differentialgleichungen  erfüllen^  so  muss  die  rechte  Seite  der  neuen 
Gleichung  verschwinden.  Da  die  Grössen  u  und  v  functioual  unab- 
hängig sind,  so  kann  jenes  nur  aus  dem  einen  oder  dem  andern  von 
zwei  Gründen  geschehen:  entweder  es  muss  ein  Differentialelement^ 
oder  es  muss  der  Coefficient  eines  Differentialelementes  verschwinden. 
Es  seien  daher  ii  diejenigen  Yariablen,  deren  Differentialelemente  ver- 
schwinden, und  die  Variablen  v  diejenigen,  deren  Differentialelemente 
verschwindende  Coefficienten  haben. 

Die  zweite  dieser  Bedingungen  giebt  für  jeden  der  r  Werthe 
von  t  die  Gleichung 

-2^^'^r+22^:A^2-^ 

2  =  1  ^  ^'  =  1       1  =  1  * 

und  alsdann  ist  für  die  willkürlichen  Variationen  die  neue  Form  der 
obigen  Gleichung: 


Da  diese  Gleichung  für  alle  Grössen  X  gilt,  so  ist; 

.  .,  n/ 


/i5  =  l,  2, 


\i  =  1,  2, 
und  daher: 

(i=l,  2,  ...,  n) 
Variationen,  welche  mit   den  Differentialgleichungen   verträglich 
sind,  machen  Sl;   zu  Null,  mithin  erhalten  wir  n  in  den  p  Differen- 
tialelementen lineare  und  homogene  Gleichungen.     Lösen   wir    diese 
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iu  der  Weise  auf,  dass  n  der  Elemente  durcli  die  übrigbleibenden 
q  (wo  p  —  >^  =  q)  ausgedrückt  werden,  so  erhalten  wir  n  neue  Glei- 
chungen von  der  Form: 

Yl  ==  ^Mg+i  +   ^     üx^rdUr  =  0 


(I') 


r  =  l 


9 
Y^  =  dUqJ^^  +   ^     U2,rdUr  =  0 


n  flUq^n  ~r      y^ t     Uq^r^'^^r '-'7 

welche  sich  eben  so  weit  erstrecken  wie  (I),  und  die  zwischen  ihnen 
bestehenden  Relationen  sind  von  der  Form 

n 

für  die  n  Werthe  i  =  \,  2,  .  ..,  n. 

Nimmt  man  irgend  eine  der  n  Grleichungen  in  (5)  und  setzt  die 
Variationen  der  Variablen  auf  beiden  Seiten  derselben  gleich,  so 
erhält  man  m  -\-  n  Gleichungen,  und  diese  m  -\-  n  Gleichungen  ent- 
halten : 

1)  die  n  Multiplicatoren  ^,^i,  q;^2,  Qi^z,  ■  ■  ■,  Qi^n'-, 

2)  die  p  Grössen  ^(; 

3)  die  ng  Grössen   U. 

Eliminirt  man  die  n  Multiplicatoren  aus  den  m  -\-  n  Gleichungen,  so 
behält  man  m  Gleichungen  übrig,  welche  die  p  Grössen  u  und  die 
nq  Grössen  U  enthalten.  Solche  m  Gleichungen  bleiben  für  jede  der 
n  Gleichungen  in  (_B)  übrig  und  daher  behalten  wir  mn  Gleichungen 
übrig,  welche  die  Grössen  u  und    ü  enthalten. 

Nehmen  wir  den  allgemeinsten  Fall,  indem  wir  voraussetzen, 
dass  diese  mn  Gleichungen  von  einander  unabhängig  sind,  so  müssen 
wir  haben: 

mn  <j)  4"  '^Q.j 
denn   sonst  würden   die  Bedingungen  nicht  erfüllt  zu  sein  brauchen. 
Somit : 

P  >  — TT  (/m  +  n)  ■ 

Es  ergiebt  sich  daher,  dass  der  kleinste  Werth  von  p  gleich 
.      {))i  -f-  w)    ist,  welche   Zahl,  wie    bemerkt    sein   möge,    in    allen 
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gegenwärtig  in  Betrachtung  stehenden  Fällen  grösser  als  n  ist;  denn 
wir  betrachten  nicht  ein  ^^gewöhnliches"  System  von  Gleichungen,  für 
welches  m  =  1  sein  würde,  sondern  solche,  für  welche  m  >  1  ist. 

Nun  sind,  wie  im  entsprechenden  Falle  einer  einzigen  Gleichung, 
die  Integrale  des  Systems  (I)  oder  (F): 

und  die  Anzahl  der  Gleichungen  soll  so  klein  als  möglich  werden. 
Daher  nehmen  wir  den  kleinstmöglichen  Werth  von  j;. 

Wenn  dann       .      (m  -\-  n)   eine   ganze  Zahl  ist,   so  nehmen  wir 

diese  ganze  Zahl  als  den  Werth  von  p. 

Ist    diese   Grösse    aber    ein    Bruch,    so    nehmen    wir    die    nächst 
grössere  ganze  Zahl  als  den  Werth  von  p.     Es  sei 

n{m  -\-  n)  ^  X 


n  -}-  1  n  -\-  1  ^ 

wo  2  je  nach  dem  Werthe  von  m  gleich  0,  1 ,  .  .  . ,  n  sein  kann.  Als- 
dann nehmen  wir  die  Anzahl  der  Grössen  ^(,  d.  h.  die  Zahl  der  Glei- 
chungen in  dem  Integraläquivalent  des  Differentialsystems,  gleich  N. 

§  177. 

Um  das  Integraläquivalent  in  der  gegenwärtigen  Form  so  allgemein 
als  möglich  zu  machen,  lassen  wir  für  die  Grössen  m  einen  möglichst 
grossen  Spielraum,  da  dadurch  die  Variationen  der  Veränderlichen 
weniger  beschränkt  werden.  Hiernach  werden  sämmtliche  Functionen 
U,  deren  Anzahl  gleich 

n  (N  —  n) 

ist,  bestimmt  sein  und  nachher  werden  die  mn  Gleichungen  ge- 
nügen, um 

mn  —  n  (N  —  n)  =  N  —  X 

von  den  Grössen  u  zu  bestiramen.  Da  die  Gesammtzahl  der  Grössen 
u  gleich  N  ist,  so  folgt,  dass  K  von  ihnen  unbestimmt  bleiben  und 
daher  willkürlich  angenommen  werden  können. 

Hiernach  haben  wir  den  Satz: 

Das  allgemeinste  Integraläquivalent  eines  nicht  inte- 
grirbaren  bedingungsfreien  Systems  von  n  Pfaff'schen  Glei- 
chungen zwischen  m  -f-  n  Variablen  besteht  aus  iV  Glei- 
chungen, von  denen  X  willkürlich  sind,  wo  JV  gleich  7^      , 

falls  diese  Grösse  eine  ganze  Zahl  ist,  und  wo  dann  X  gleich 
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Null  ist.  Ist  aber  diese  Grösse  keine  ganze  Zahl,  so  ist  N 
die  dieser  Grösse  nächstliegende  höhere  ganze  Zahl  und 
dann   wird  der  Wertli  von  A  gegeben   durch  die   Gleichung 

n  (m  -}-  n)  -^  X      *") 

n-^  1  n-\-  1 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  dem  von  Biermann  (a.  a.  0.) 
erhaltenen  überein^  der  Natani's  Methode  mit  einigen  abweichenden 
analytischen  Einzelheiten  benutzt.     Sein  Resultat  lautet  wie  folgt: 

Wenn 

m  -\-  n  =  Tc(n  -\-  1)  -^  oc, 

so  giebt   es  nh  bestimmte   und  x   willkürliche  Integrale,  wo 

X  kleiner  als  n  -{-  1  ist.     In  der  That  zeigt  die  Gleichung 

n(m  -^  n)  ,     ,       n% 

— — p!--^  =  nk  -\ j— - 

n  -\-  1  -  n  -\-  1 

==  (nie  +  3<) ^ 

die  Identität  der  beiden  Formen  des  Resultats. 

In  Bezug  auf  den  Werth  von  A  kami  man  eine  wichtige  Fol- 
o;erunff  ziehen.     Es  ist: 

m  -\-  n  =  Je  (jt  -\-  1)  -j-  A 
und  A  ist  kleiner  als  n  -{-  1. 

Die  Zahl  A  muss  kleiner  als  m  sein;  demi  wenn 

A  =  w  —  1  +  i«^ 

ist,  so  ist 

n  -{-  1  —  fi  =  ^(w  +  1), 

wo  JCy  welches  eine  ganze  Zahl  ist,  Null  sein  muss,  wofern  nicht  ft 
ffleich  Null  oder  negativ  ist.  Es  folfft  daher,  dass  die  Anzahl  der 
willkürlichen  Integrale  kleiner  sein  muss  als  die  kleinere 
der  beiden  Zahlen  m  und  n  -\-  1. 


§  178. 

Augenscheinlich  giebt  der  Fall  w  =  1  ein  System  gewöhnlicher 
simultaner  Differentialgleichungen  und  w  =  1  giebt  den  früheren  Fall 
einer  einzigen  Pf  äff 'sehen  Gleichung.    In  dem  allgemeinen  Falle,  wie 


*)  Man  beachte,  dass  X    derart  genommen  werden  muss,   dass  der  Nenner 

7Z  Twi     I     'yi) 

des  gebroclienen  Theils  auf  der  rechten  Seite  n  -\-  1  ist.     Der  Bruch  — -^ — ,   , 

n-{-l 

darf  nicht  auf  kleinere  Zahlen  durch  Heben  reducirt  werden,   wenn  eine  solche 

Reduction  möglich  ist. 
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im  Falle  einer  einzigen  Gleicliung  kann  es  vorkommen,  dass  das 
System  von  Differentialgleichungen  gevrissen  Bedingungen  genügt, 
welche  die  Anzahl  der  Gleichungen  in  dem  Integralsystem  auf 
weniger  denn  N  reduciren,  wenn  auch  nicht  in  der  Weise,  dass  eine 
solche  Gleichung  exact  wird. 

Wenn  das  System  unvollständig  integrirbar  ist,  so  dass  es  n — p 
exacte  Integrale  besitzt  und  mit  Hülfe  dieser  exacten  Integrale  durch 
ein  nicht  integrirbares  System  von  p  Gleichungen  mit  m-\-p  Yariableu 
ersetzt  werden  kann,  so  ist  die  Gesammtzahl  der  Gleichungen  in  dem 
System  von  Integralen,  welche  den  ursprünglichen  Differentialglei- 
chungen äquivalent  sind,  gleich 

falls  diese  Grösse  eine  ganze  Zahl  ist,  oder,  wenn  diese  Grösse  keine 
ganze  Zahl  ist,  so  ist  die  Anzahl  der  Integrale  die  nächsthöhere  ganze 
Zahl.     Nehmen  wir  diese  Grösse  in  der  Form 

so  sehen  wir  sofort,  dass  ein  Integraläquivalent  mehr  als  n 
Gleichungen  enthält,  wofern  nicht  etwa  das  System  von  n 
Differentialgleichungen  der  betrachteten  Art  vollständig 
integrirbar  ist. 

So  ist  für  Beispiel  1  in  §  173:  n  =  2,  m  =  2.  Es  wurde  dort 
bewiesen,  dass  für  das  System  von  Gleichungen  n  — p  =  1  ist;  dem- 
nach ist  dasselbe  durch  eine  einzige  (nicht  integrirbare)  Gleichung 
mit  drei  Veränderlichen  ersetzbar  und  das  Integral  dieser  Gleichung 
besteht  aus  einer  willkürlichen  Gleichung  und  einer  bestimmten  Glei- 
chung, die  zum  Theil  von  der  willkürlichen  Gleichung  abhängig  ist. 
Demnach  enthält  das  Integralsystem  des  gegebenen  Systems  von 
Differentialgleichungen  drei  Gleichungen,  nämlich  eine  absolut  be- 
stimmte, welche  exact  ist,  eine  vollständig  willkürliche  und  eine  relativ 
bestimmte,   die   theilweise  von  der  willkürlichen  Gleichung   abhängt. 

Beispiel.  Wir  können  das  allgemeine  Resultat  des  §  177  auf  den 
Fall  eines  Systems  von  r  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ord-, 
nung  mit  s  unabhängigen  und  r  abhängigen  Veränderlichen,  etwa 
a?i,  ....  Xgf  ^^^\  .  .  .,  2^'"^,  anwenden.  Werden  die  r  Gleichungen  nach 
p^   ,   .  .  .,  p^   aufgelöst,  so  erhält  man  Resultate  von  der  Form 

pf  =pf  (X„   ...,Xs,    .(^    .  .  .,  ^(^  p'i\   .  .  .,  p^Z,)  =  ^, 
Forsyth,  Theorie  der  Differentialgleicliungen.  23 
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und  daher  hat  mau  als  ein  System  simultaner  P  f  a  ff  scher  Gleichungen 
die  r  Gleichungen: 

—  dß^'^  -{-pfdx^  -\ ^pf_^dx,-i  +  &,dxs  =  0 

ii=l,  ...,  r). 
Die  Anzahl  der  Veränderlichen  ist 

r  für  die  Grössen  z 

s  ,j      „  „        X 

und  daher  insgesammt  gleich  rs  -{-  s.     Demnach  ist   die  Anzahl  der 
Gleichungen  in  dem  äquivalenten  Integralsystem  gleich 


7^^0-5  +  -5). 


d.  h.  diese  Anzahl  ist  gleich  rs.  Diese  Gleichungen  enthalten  die 
Veränderlichen  2,  x  und  die  r(s  —  1)  Veränderlichen  p:,  werden  diese 
Veränderlichen  p  eliminirt^  so  behält  man  r  Gleichungen  übrige  welche 
nur  die  Variablen  2  und  x  enthalten.  Diese  r  Gleichungen  bilden 
das  Integralsystem  des  ursprünglichen  Systems  von  r  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung. 

§  179. 

Im  Falle  einer  einzigen  bedingungsfreien  Pf  äff 'sehen  Gleichung 
mit  einer  ungeraden  Anz;ahl  2n  -\-  1  von  Variablen  war  im  §  69  be- 
wiesen worden,  dass  das  Integralsystem  ein  einziges  willkürliches 
Integral  und  ein  System  von  n  bestimmten  Litegraleu  enthält;  und 
in  einigen  der  Methoden  wird  das  willkürliche  Integral  benutzt,  um 
aus  der  Gleichung  eine  der  Variabein  imd  deren  Differentialelement 
fortzuschaffen.  Die  neue  Gleichung  ist  dann  eine  bedingungsfreie 
Pf  äff 'sehe  Gleichung  mit  einer  geraden  Anzahl  von  Veränderlichen 
und  daher  besteht  ihr  Integralsystem  bloss  aus  bestimmten  Integralen. 

Im  Falle  eines  Systems  von  bedingungsfreien  Pfaff'schen  Glei- 
chungen kami  man  von  den  willkürlichen  Integralen  einen  analogen 
Gebrauch  macheu,  wenn  man  nach  §  177  weiss,  dass  solche  Integrale 
in  dem  lutegralsystem  auftreten.  Kommen  X  willkürliche  Integrale  vor, 
so  kann  man  dieselben  benutzen,  um  aus  den  Gleichungen  A  der  in 
ihnen  vorkommenden  Variableu  und  deren  Differentialelemeute  fort- 
zuschaffen. Und  dies  ist  die  einzige  Art  und  Weise,  wie  derartige 
Integrale  bei  der  Transformation  des  Systems  von  Differentialgleichmigen 
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verwerthet  werden  können;  sie  können  nicM  dazu  benutzt  werden, 
um  die  Anzahl  dieser  Grleichungen  zu  vermindern ,  denn  ein  solches 
Resultat  würde  voraussetzen ,  entweder  dass  ein  exactes  Integral 
gefunden  werden  könne ,  was  durch  unsere  anfängliche  Voraussetzung 
ausgeschlossen  ist,  oder  dass  eine  Grleichung  verschwindet  infolge  von 
Relationen,  die  aus  diesen  Integralgleichungen,  nachdem  sie  diff'eren- 
tiirt  sind,  hergeleitet  werden  können. 

Dass  das  letztere  unmöglich  ist,  ist  eine  unmittelbare  Folge  des 
am  Schlüsse  von  §  177  gefundenen  Resultats,  dass  die  Anzahl  der 
willkürlichen  Integrale  kleiner  ist  als  die  kleinere  der  beiden  Zahlen 
m  und  n  -j-  1.  Da  jede  Gleichung  in  dem  ursprünglichen  System  (I) 
m  -\-  1  Diflferentialelemente  enthält,  so  kann  dieselbe  nicht  zum  Ver- 
schwinden gebracht  werden  mittels  einer  Anzahl  von  Gleichungen 
der  Form 

d(p  =  0, 

deren  Zahl  kleiner  ist  als  m  oder  w  -f-  1  • 

Demnach  kann  man  die  X  willkürlichen  Gleichungen  in  dem 
Integralsystem  benutzen,  um  l  der  Variablen  aus  dem  System  von 
Differentialgleichungen  zu  eliminiren,  und  das  transformirte  äquiva- 
lente System  besteht  ebenfalls  noch  aus  n  Gliedern  mit  nur  m  -{-n  —  A 
Variablen.  Da  m  -j-  n  —  X  =  ]v(tt  -]-  1)  ist,  so  enthält  das  Integral, 
welches  dem  neuen  Systeme  äquivalent  ist,  nh  bestimmte  Gleichungen 
und  gar  keine  willkürlichen  Gleichungen,  d.  h.  die  willkürlichen 
Integrale  können  benutzt  werden,  um  das  System  von  Dif- 
ferentialgleichungen auf  ein  neues  System  zu  trausformiren, 
dessen  Integraläquivalent  vollständig  aus  bestimmten  Glei- 
chungen besteht. 

Wenn  daher  irgend  ein  gegebenes  System  willkürliche  Litegrale 
besitzt,  so  dürfen  wir  annehmen,  dass  diese  Transformation  aussre- 
führt  sei. 

§  180. 

In  besonderen  Fällen  muss  man  vorsichtig  sein.  So  ist  z.  B.  in 
der  Aufgabe  1  des  §  173  der  Werth  von  m  gleich  4  und  nicht 
gleich  2,  obwohl  nur  zwei  Differentialelemente  auf  der  rechten  Seite 
vorkommen;  in  Wirklichkeit  muss  man  annehmen,  dass  dXg  und  dx^ 
auf  jeder  rechten  Seite  mit  einem  verschwindenden  Coefficienteu  vor- 
kommen. 

Ferner  ist  es  hinsichtlich  einer  solchen  Gleichung  wünschenswert!!, 
willkürliche  Integrale    von    solcher  Art  anzugeben,    dass    sie    zu  be- 

23* 


356 


13.  Kapitel. 


[§  180] 


stimmten  Gleicliungen  von  allgemeiner  Form  und  nicM  von  solcher 
Form  führen  können,  wie  sie  den  singulären  Lösungen  bei  gewölm- 
liclien  Grleichungen  entsprechen  würde.  Wenn  wir  z.  B.  für  das 
erwähnte  Beispiel 

nebst  einer  andern,  die  für  die  gegenwärtigen  Bemerkimgen  nicht 
näher  specificirt  zu  werden  braucht,  als  die  drei  willkürlichen  Glei- 
chungen nehmen,  so  wird  die  erste  Gleichung 

entweder  durch  eine  Relation 


=  0, 


welche  vom  Charakter  einer  singulären  Lösung  ist,  da  sie  kein  neues 
willkürliches  Element  enthält,  oder  durch  die  Gleichung 

Xg  =  const. 
erfüllt,  die  in  Verbindung  mit  den  beiden  andern  oben  genannten,  als 
Ersatz  für  diese  beiden  ersten  Gleichungen,  ergiebt: 


dff 

dq) 

dcp 

dx^> 

CX^  ' 

dx^ 

dip 

dtp 

dtp 

dx^-> 

aa;^' 

dxs 

OCd.  5 

^ft  1 

— 1 

x^  =  const.,  X2 


const. 


Und    dann    erhält    man    in  Verbindung    mit   der  letzten  Differential- 
gleichung aus  den  andern  beiden : 

x^  =  const.,  x^  =  const. 
Die  Gesammtzahl  dieser  Integrale  ist  also  fünf,  also  um  eins  kleiner 
als  die  nach  §  177  zu  erwartende  Zahl,  sie  bilden  aber  ein  System 
von  sehr  beschränkten  Variationen  und  sie  sind  unabhängig  von  Xg 
und  3^7,  so  dass  sie  kaum  anders  als  für  ein  sehr  specielles  System 
von  Integralen  gelten  können. 

Das  eben  betrachtete  System  von  Gleichungen  ist,  wenn  in  ge- 
wöhnlicher Bezeichnung  ausgedrückt, 

ds  =  pdx  +  gidy 

dp  =  rdx  +  ^dy  , 

dq  =  d-dx-{-  tdy 
d.  i.  das  Hülfssystem  zu  der  Gleichung: 

s  =  %•  =  Function  von  {x,  y,  0,  p,  q,  r,  t) , 
einer  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  zwei  unab- 
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liängigen  Veränderlichen  Die  Theorie  lehrt ,  dass  das  Integraläqui- 
valeut  aus  einem  System  von  sechs  Grleichungen  besteht,  von  denen 
drei  willkürlich  sind,  und  diese  Grleichungen  enthalten  die  sieben 
Variablen  x,  y,  s,  p,  q,  r,  t.  Werden  aus  den  sechs  Grleichungen 
vier  Grössen  (etwa  p,  q,  r,  t)  eliminirt,  so  bleiben  zwei  Grleichungen 
in  s,  X,  y,  welche  zwei  Grleichungen  das  Litegraläquivalent  der 
Grleichung 

s  =  ^{x,  y,  z,  p,  q,  r,  t) 

bilden,  d.  h.  die  allgemeinste  partielle  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Variablen  hat  zwei  Grleichungen  als 
ihr  Integraläquivalent. 

Geometrisch  interpretirt  bedeutet  dieses  Resultat,  dass  die  ge- 
gebene Differentialgleichung  s  =  %  eine  gewisse  Eigenschaft  einer 
Fläche  in  Punkten  darstellt,  welche  auf  der  Berührimgsliuie  derselben 
mit  einer  andern  Fläche,  die  in  diesen  Punkten  dieselbe  Krümmung 
besitzt,  liegen;  und  der  Charakter  jeder  dieser  Flächen  bedingt  den- 
jenigen der  andern. 

Das  Integraläquivalent  besteht  im  Allgemeinen  aus  sechs  Glei- 
chungen, da  das  System  kein  exaktes  Integral  besitzt  (Aufgabe  1, 
§  173).  Aber  es  kann  vorkommen,  dafs  für  besondere  Formen  von  Q' 
eine  der  willkürlichen  Gleichungen  isolirt  dasteht,  derart  dass  sie  keinen 
Einfluss  auf  die  Formen  der  bestimmten  Gleichungen  hat.  Dann  er- 
giebt  sich  als  Resultat  der  Elimination,  dass  eine  Gleichung  übrig 
bleibt,  nachdem  j>,  q,  r,  t  aus  den  andern  fünf  eliminirt  sind,  imd 
diese  Gleichung  enthält  z,  x,  y]  in  ihrer  Form  hängt  dieselbe  ab  von 
den  willkürlichen  Charakteren  von  zweien  der  angenommenen  Inte- 
grale und  wird  demnach  zwei  willkürliche  Elemente  enthalten;  sie 
ist  jedoch  vollständig  unabhängig  von  der  übrigbleibenden  willkür- 
lichen Gleichung,  welche  nach  Substitution  der  Werthe  für  p,  q,  r,  t 
in  eine  Gleichung  zwischen  z,  x,  y  übergeht,  und  sie  ist  daher  die 
Gleichmig  einer  neuen  Fläche  mit  einem  völlig  willkürlichen  Element. 
Das  Integralsystem  besteht  in  Wirklichkeit  aus  den  beiden  Glei- 
chungen; aber  die  zweite  Gleichung  ist  eine  isolirte  Gleichung  und 
die  Differentialgleichung  wird  durch  die  erste  allein  befriedigt. 

Geometrisch  interpretirt  bedeutet  dieses  Resultat,  dass  die  gegebene 
Differentialgleichung  s  =  -O"  eine  gewisse  Eigenschaft  der  durch  das 
eine  Integral  bestimmten  Fläche  längs  aUer  Curven  darstellt,  in  denen 
sie  von  der  willkürlichen  durch  das  andere  Litegral  bestimmten  Fläche 
berührt  wird.  Da  die  letztere  infolge  ihres  willkürlichen  Charakters 
unabhängig  von  der  ersteren  ist,   so   sind   die  Berührungslinien   alle 
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Curven,  welche  überliaupt  auf  der  ersten  Fläche  gezogen  werden 
können,  und  dalier  kaim  die  angegebejie  Eigenschaft  als  eine  Eigen- 
schaft jener  ganzen  Fläche  betrachtet  werden. 

Demnach  würde  der  vorhergehenden  Theorie  gemäss  die  Lösung 
der  partiellen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  die  folgende  sein. 
Die  Hülfsgieichungen  sind: 

ds  =  pdx  +  qdy  -\-  Odr  -f-  Odt 
dp  =  rdx  -\-  d'dij  +  Odr  -\-  Odt 
dq  =Q-dx  -\-  tdy  -\-  Odr  -\-  Odt, 

wo  '0'  eine  Function'  der  Grössen  0,  x,  y,  p,  q,  r,  t  ist,  die  durch 
die  gegebene  Differentialgleichung  bestimmt  ist.  Das  System  besitzt 
drei  willkürliche  Integrale.     Sind  dieselben: 

r  =  fi  {sc,  2,  p,  q) 
t  =  f^(x,  0,  p,  q) 
y  ^f^(x,  8,  p,  q) 

und  werden  diese  substituirt,  so  werden  die  Gleichungen  ein  System, 

dessen    Integrale    bestimmt    sind.      Werden    dieselben    aufgelöst,    so 

nehmen  sie  die  Form  an: 

T     dz ' dp  dq 

äx  —  -^  —  -p  ^, 

wo  P,  Q,  Z  Functionen  von  x,  s,p,  q  sind  und  die  Functionen  f^^fi,  f^ 
in  sich  enthalten.  Werden  diese  integrirt,  so  sind  ihre  Integrale  von 
der  Form 

g,  (x,  p,  q,  0)  =  a 

g^{x,  p,  q,  £)  =  'b 
g^(x,  p,  q,  0)  =  c. 
Eliminirt  man  aus  diesen  und  aus 

fs(x,  p,  q,  B)  =  y 

die  Grössen  p  und  g,  so  gelaugt  man  zu  zwei  Integralen,  welches 
die  erforderliche  Anzahl  ist. 

Eine  analoge  Theorie  ist  auf  partielle  Differentialgleichungen 
anderer  Ordnungen  anwendbar  und  ebenso  auch  auf  ein  System  von 
zwei  (oder  mehr)  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung*). 
Wir  haben  dann  als  Hülfsgieichungen: 


*)  Die  Fälle,  in  welclien  die  Gleichungen  von  der  vollständigen  Art  sind, 
sind  von  Välyi  betrachtet  worden,  Crelle's  J.  Bd.  95,  S.  99—101. 
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ds  =  pdx  -f-  qdy  -\-  Ods) 
dp  =  d-dx  -\-  sdy  +  Ods  |  , 
dq  =  sdx  -\-  (pdy  -\-  Ods^ 

ein  System j  welches  im  Allgemeinen  drei  bestimmte    und  zwei  will- 
kürliclie  Gleichungen  in  seinem  Integralsystem  hat. 

§  181. 

Biermann  behauptet  (a.  Ot.  0.  §  176),  dass  Pfaff's  Integrations- 
methode —  eine  Methode  successiver  Reduction  —  für  ein  bedingungs- 
freies System  nicht  angewendet  werden  kann,  und  er  zeigt,  dass  auch 
Clebsch's  zweite  Methode  nicht  anwendbar  ist,  indem  er  (F)  als  das 
Aequivalent  von  (I)  nimmt  und  beweist,  dass  ein  dem  Clebsch'schen 
ähnliches  Verfahren  nicht  zu  Grleichungen  für  u  führt,  welche  die- 
selben sind  wie  die  Grleichungen  für  die  Verhältnisse  der  Grössen  ü. 
Dies  konnte  naturgemäss  erwartet  werden,  denn  es  giebt  n^{k- —  1) 
Grössen  U  und  nur  m  -\-  n  —  nh  von  u  verschiedene  unabhängige 
Variablen  in  dem  vollständig  transformirten  System,  und  in  den 
gegenwärtig  betrachteten  Fällen  (n  >  1  und  tn  >  1)  kann  mau  leicht 
sehen,  dass  it^Qi  —  1)  —  1  grösser  ist  als  m  -f  n  —  nJi . 

Das  folgende  Verfahren,  ein  Versuch,  eine  Reduction  auszu- 
führen, ist  eine  Verallgemeinerung  des  Natani'schen  Ver- 
fahrens für  den  Fall  einer  einzigen  Pfaff'schen  Gleichung.  Es  ge- 
nügt zu  zeigen,  dass  die  Verallgemeinerung,  wie  am  Ende  der  Unter- 
suchung bemerkt  wird,  für  den  gewünschten  Zweck  nicht  zum 
Ziele  führt. 

Wir  betrachten  das  Gleichungssystem  (I)  und  nehmen  dön  Dar- 
legungen in  §  179  gemäss  an,  dass  sämmtliche  Integrale  bestimmt 
sind,  so  dass  m-\-n  durch  n  -f-  1  theilbar  ist.    Es  sei  m-\-  n=p  -{-  1. 

Dann  muss  man  bei  jeder  Transformation  der  Gleichungen  p  -{-1 
neue  Variablen  nehmen.  Diese  seien  w, ,  .  .  .,  iip,  v.  Als  Voraus- 
setzung der  neuen  Transformation  nehmen  wir  zuerst  an,  dass  jeder 
der  Ausdrücke  ß,,  ü^,  .  .  .,  ^ß,,  unabhängig  von  dv  ist.  Die  Hülfs- 
gleichungen  sind: 

(1)  ä^  +  ^''i  87  +  "*''^  a«;  +       +A,™ay— ^ 

0"=  1,  ...,  n). 

Dann  ergiebt  sich,   dass  jede  lineare  Combination  der  transformirten 
Ausdrücke  Sl  unabhängig  von  dem  Differentialelement  dv  ist. 
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Nimmt  man  mm  eine  solche  lineare  Combination: 

so  enthält  dieselbe  nicht  dv.  Wir  nehmen  an,  dass  man,  wenn  es 
angeht,  die  Grössen  A  (welche  veränderliche  Grössen  sind)  derart 
bestimmt  habe,  dass  der  neue  Ausdruck  auch  von  v  imabhängig  ist. 
Dies  erfordert,  dass  die  Gleichung 

für  willkürliche  Variationen  der  Veränderlichen  befriedigt  sein  muss; 
somit  . 

2=1  «=1 

i=l  6=1  ?"  =  1  4  =  1 


+2'^'-^.^^-'=o- 


/=1  s=l 

Nun  ist,  wenn  in  (1)  die  Grössen  x  durch  ihre  Werthe  in 
I«,,  .  .  .,  ?(^,,  V  ersetzt  werden,  das  Resultat  eine  Identität  und  somit 
ist  jede  willkürliche  Variation  der  linken  Seite  gleich  Null.  Demnach 
ist  für  jeden  Werth  von  *: 

S=l  4-=l 

Multiplicirt  man   dies  mit  /l/,   summirt  über   alle  Werthe  von  %  und 
bedenkt,  dass,  weil  8  eine  willkürliche  Variation  ist, 

-^  (d,«)  =  ^f^ 

ov  ^      '  öv 

ist,   so   erhält  man   durch  Gleichsetzung  der  Theile  der  beiden  Glei- 
chungen,  welche  die  Grössen  7p  {dx)  enthalten,  die  Relation : 


Sa;, 


?  =  1  s  =  l       ^ 

welche  für  willkürliche  Variationen  d  befriedigt  ist.     Nun  ist; 
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dv  ^mJ    dx„     dv 

,U=1  i" 

m  +  re 

.11  =  1  i" 


und  somit; 


1=1  ^  r=l  s  =  l 


m  -\-i 


dK  .     .   .   VTT  a^..  a^-«. 


^^m^-i       ^« 


t  =  l  > 


WO 


Da  diese  Gleicliung  gelten  soll  für  beliebige  Variationen  der  Ver- 
äuderliclien,  so  müssen  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Variationen 
verscliwinden  mid  daher 


• 

('■=1;    •••;   ^0 

und: 

11 

(3)       0  =  2 

r  =  l 

(s=l,  ...,  m). 
Dies  sind  somit  m  -\-  n  Gleichungen. 

Wir  haben  nun  in  (1)^  (2),  (3)  insgesammt  m-{-2n  Gleichungen, 
um  die  m  -\-  n  Grössen  x  als  Functionen  von  v  und  den  n  Coeffi- 
cienten A  zu  bestimmen.  Jede  der  Gleichungen  ist  linear  in  den 
Ableitungen  der  m  -\-  2n  Grössen  nach  v  und  demnach  würde  es  auf 
den  ersten  Blick  scheinen,  als  wenn  die  Elimination  sogleich  zu  einer 
Relation  zwischen  den  Grössen  A  und  den  Variablen  x  führen  würde, 
die  ohne  irgendwelche  Integration  zu  erhalten  wäre. 

Die  Erklärung  hierfür  ist,  dass  das  System  von  m  +  2n  Glei- 
chungen einer  linearen  Relation  unterworfen  ist,  die,  wie  man 
leicht  sieht. 
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d  X 


'>'ii-2{^'^+^^2) 


2 

6-  =  l  '  r=l 


ist,  WO  Sl'r  =  0,  @r  =  0,  0s==  0  respective  die  Gleidimigen  (1),  die 
Gleicliimgen  (2)  und  die  Gleichungen  (3)  sind.  Dalier  ist  das  ganze 
System  von  Gleichungen  m  -\-  2n  —  1  unabhängigen  Gleichungen 
äquivalent,  welche  in  den  zu  bestimmenden  m  -\-  2n  Grössen  linear 
und  homogen  sind. 

Nimmt  man  nun  neue  Grössen   0-2,  ■O'g;  .  .  .,  -O"«,   welche  definirt 
werden  durch  die  Gleichungen 

A,.  =  ^,1^  if  =^,    •  •  ■;   ^0? 

und  setzt  man  voraus,  dass  die  Gleichungen  lösbar  seien,  so  können 
ihre  Lösungen  in  den  Formen  dargestellt  werden: 


dx,        dx.^ 
dv          dv 

dv 

1  dl, 

l,  dv 

d 

dv 

Y^ 

1  ^K 

l,  dv 

dv 

X,  —  X,   - 

1  dl, 
l,  dv 

^n 

p  p  p      ' 

WO  Xj,  .  .  .,  Xrn,  Y^,  .  .  .,  Yn,  Pj^,  .  .  .,  Pn  Functioncu  der  Variablen  x 
und  der  n  —  1  Variablen  Q-  allein  sind. 

Das  System  muss  zunächst  derart  transformirt  werden,  dass  man 
Gleichungen  erhält,  welche  die  zu  bestimmenden  Veränderlichen  ent- 
halten.    Wir  haben: 

1  dl^         d^^,  1  dl, 

T,  J^  ^  ~dV'^  ^^ T,  J^' 

und  daher  erhalten  wir  das  transformirte  System: 


dxi 

^""m 

d 

^m+l 

^""m  +  n 

dv 

dv 

- 

dv 

=  ■  ■ 

dv 

X^  ~ 

~         ^n 

a^2 

d&s 

^K 

dv 

dv 

dv 

&,P,-P,-»,P,  Pn-^Pi' 

ein  System  von  (m  -{-  n)  -\-  (n  —  1)  —  1  Gleichungen. 

Zunächst  finden  wir  die  n  —  1  Grössen  ^  als  Functionen  der 
Variablen  x]  ihre  Ausdrücke  enthalten  eine  Reihe  von  n  —  1  will- 
kürlichen unabhängigen  Constanten.  Werden  die  daraus  abgeleiteten 
Werthe  in  die  ersten  m  -\-  n  —  1  Gleichungen  substituirt,   so  gehen 
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die  letzteren  über  in  Grleicliimgen  zwisclien  den  m  -j-  n  Variablen  x 
allein,  und  wie  in  dem  entsprecbenden  nach  der  Na tani 'sehen  Me- 
thode bebandelten  Falle  einer  einzigen  Pfaff'sclien  Gleichung  bilden 
die  m  -\-  n  —  1  Integrale  dieser  Gleichungen  die  neuen  Variablen 
«j ,  .  .  . ,  Upj   welches  p  (=  m  -\-  n  —  1)  unabhängige  Functionen  von 

3/ j  j     •   •   •  7    '^ni  -f-  n    SmO.. 

Was  die  übrig  bleibende  Veränderliche  v  anlangt,  so  ist  die  einzige 
Bedingung,  welcher  sie  unterworfen  ist,  die,  dass  sie  eine  Function  der 
von  Uj,  .  .  .,  Up  unabhängigen  Variablen  x  sein  muss.  Abgesehen 
von  dieser  Bedingung  können  wir  sie  willkürlich  wählen,  und  daher 
können  wir  v  =^  oc^  nehmen,  eine  Annahme,  die  derjenigen  Natani's 
für  den  entsprechenden  FaE  analog  ist.  Der  Werth  von  Aj  ist  dami 
bestimmt  durch  eine  Quadratur  und  die  Werthe  von  1.2,  .  .  . ,  A„  er- 
hält man  dann  hieraus  vermittelst  der  Werthe  von  -S-g,  .  .  .,  d^n- 

Beispiel  1.     Die  Hülfsgieichungen  für  das  System 


Si  =  d^J-\-^  Zdxs  =  0 

n 

T=d2  -\-  ^ Z,dx,  =  0 


(welches  die  Bedingungen  dafür  sind,  dass  Sl  und  T  derart  trans- 
formirt  werden  können,  dass  sie  frei  von  dv  sind  und  X^  -{-  ^T  auch 
frei  von  v  wird)  sind: 


dv  ^^    dy     dv     '    r'  jj^    ^y    g^ 


^  _  ;   V  ?Zi  ^"  4_       V  ^-  ^ 
dv~^    dz    dv~^^^    dz    dv 

0  =  11  +  1^^  w' 


cv    '    ^^-^        dv 

s  =  l 
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wo  die  letzte  Grleicliung  gilt  für  s  ==  1,  ... 

,  n  und 

SY,        dY, 

y'''~  dx,         dx^ 

dZ^         dZ, 

^*''  ~"  dx,        dx. 

ist.  In  dem  System  von  n  -\-  4:  Gleichungen  sind  nur  n  -j-  3  unab- 
hängige Gleichungen. 

Beispiel  2.     Die  beiden  Gleichungen 

ü  ==  —  dXj^  -\-  a^dx^  -\-  a^dx^  =  0 
T  =  —  dx^  -\-  ß.^  dx^  +  /34  dx^  =  0 

mögen  keiner  Bedingung  unterliegen.  Nimmt  man  dann,  wie  im 
Text,  1{SI  -\-  Q-T)  und  transformirt  auf  neue  Variablen  Mj,  u.^,  ti^,v, 
so  dass  weder  v  noch  dv  in  dem  transformirten  Ausdrucke  für 
l(Si  -\-  Q'T)  vorkommt,    so   erhält  man  ein  Resultat  von  der  Form: 

A(ß  +  ^r)  =  üi  dui  +  U^dii^  +  Uo^dus, 

in  welchem  ZT^ ,  f/g  ?  Cg  Functionen  von  ^l^ ,  u^ ,  u.^  allein  sind.  Nun 
ist  die  reducirte  Form  der  rechten  Seite  (§  126  u.  144:): 

wo  y-^,  y^,  «/g  Functionen  von  u^,  u^,  u^  und  daher  Integrale  des 
Hülfssystems  sind,  so  dass  y^,  y^,  y^  und  v  als  neue  Variablen  ge- 
nommen werden  können.  Ueberdies  sind  die  Litegrale  des  Hülfs- 
systems derart,  dass,  wenn  sie  in  T  substituirt  werden,  der  neue 
Ausdruck  von  der  Form  ist: 

V^dy^  +  y^äy.^  +  V^dy^,  ■ 

wo  die  Coefficienten  F  Functionen  von  ?/j ,  y^,  y^  und  v  sind.  Hier- 
nach sind  die  ursprünglichen  Gleichungen  äquivalent  mit: 

V,dy,^V,dy,+V,dy,  =  0. 

Die  zweite  von   diesen  kann  mit  Hülfe   der  ersten  transformirt 

werden  in 

dy^-\-y^dy^  =  0, 
wo 

Vi  -  y-'Vz 

^  3 

ist.  Da  nun  v  beliebig  gewählt  werden  kann,  nur  mit  der  einen  Be- 
dingung, dass  es  functional  unabhängig  von  ^j,  y.^,  y..  sein  muss,  so 
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können  wir  als  vierte  Variable  für  die  Transformation  irgend  eine 
Function  von  v,  y^,  y^,  y^  wählen^  welclie  nicht  unabhängig  von  v 
ist  und  daher  können  wir  y^  als   die  vierte  Variable  nehmen. 

Demnach  können  die   gegebenen  Grleichungen  durch   die  beiden 
Grleichungen  ersetzt  werden: 

dys  +  y^äy^  =  0.. 

Dieses  Resultat,  wenn  auch  in  verschiedener  Weise  und  durch  ver- 
schiedene Betrachtungen  abgeleitet,  wurde  zuerst  von  Engel  ge- 
geben*). Er  sprach  auch  das  folgende  Resultat  aus,  welches  in 
Wirklichkeit  eine  Zusammenfassung  mehrerer  alternativen  Resultate  ist  : 
Das  System  von  Gleichungen 

—  dx^  -\-  a^  dx^  -f"  ^4  dx^  ""^  ^  ] 

—  dx^  -\-  ß^dx^  -\-  ß^dx^  =  OJ  ' 

worin  die  Grössen  a  und  ß  Functionen  von  x-^,  x,^,  x^,  x^  sind,  lässt 
sich  in  das  eine  oder  andere  Paar  von  Gleichungen: 

dVi  =  *^]  dy^  —  y.^ dy^  =  Ol  ^       dy^  —  y^dy^  =  0 

#2  =  0)'  #4  =  0J'       dy^~y^dij^=0 

trausformiren.  Die  Integration  der  transformirten  Gleichungen  in 
dem  dritten  oben  behandelten  Falle  ist  bereits  im  Beispiel  zu  §  175 
erörtert  worden. 

§  182. 

Wir  nehmen  nun  an,   dass   die  Hülfsgieichungen   integrirt  seien, 
was  durch  Gleichungen  von  der  Forui  geschieht: 

'%  ==  \  (Xi,    .  .  .,   Xm  +  n,    ^27    •  •  ■?   ^<i) 


(4) 

um  daraus  zuerst  die  Grössen  d'  zu  bestimmen.  Werden  die  daraus 
abgeleiteten  Werthe  von  d'  in  die  m  -{-  n  —  1  ersten  Gleichungen 
substituirt,  so  dass  dieselben  Gleichungen  in  den  Variableu  x  allein 
werden,  so  nehmen  ihre  Intesfrale  die  Form  an: 


(5) 


Up  Qp  [X^^  j    •  •  '7    •^rii-{-nj    ^17    •  •  ■?    ^n  —  l) 


*)  Zur  Invariantentheorie  der  Systeme  von  Pfaff'schen  Grleichungen,  Leipz. 
SitzuDgsber.  (1889),  S.  157—176. 
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und,  wenn  Aj  bestimmt  worden  ist,  lässt  sich  die  Gleicliuug 

A^ß,   +   ^2^2   H f   ^n^u)   =  A^ß, 

ausdrücken  in  der  Form 

Ai  ß  =  JJi  duj^  +  ^2  ^^*^2  4"  •  ■  •  +  Up  dup , 
wo  die  Coefficienten    TJ  Functionen  der  Variablen  u  allein  sind. 

Die  recbte  Seite  enthält  implicit  die  Constauten  o^,  .  .  .,  ff„_i, 
welche  durch  die  Hülfsgieichungen  unbestimmt  gelassen  werden.  Dem- 
nach wird  also,  wenn  ein  anderes  System  von  Constanten  genommen 
wird,  ein  verschiedenes  System  von  Grössen  d'  auftreten  und  somit 
wird  sich  ein  neue  Combination  der  Gleichungen  (I)  ergeben;  und  es 
ist  ersichtlich,  dass  n  verschiedene  Systeme  von  Constanten  zu  n  un- 
abhängigen Combinationen  der  Gleichungen  (I)  und  somit  zu  einem 
zum  System  (I)  äquivalenten  System  von  n  Gleichungen  führen  werden. 

Im  Allgemeinen  jedoch  führt  ein  neues  System  von  Constanten 
in  (4)  zu  verschiedenen  Ausdrücken  für  die  Grössen  &,  und  wenn 
diese  in  die  Hülfsgieichungen  eingeführt  werden,  so  werden  sich  letz- 
tere in  ihrer  Form  ändern  und  somit  werden  auch  die  Grössen  u 
andere  werden.  Hiernach  wird  im  Allgemeinen  das  neue  System  von 
Gleichungen  nicht  durchweg  dieselben  Variabelu  enthalten. 

§  183. 

Niromt  man  aber  jetzt  an,  dass  a^,  .  ..,  a«_i  ein  gegebenes 
System  von  Constanteu  sind,  und  unterwirft  man  dieselben  unendlich 
kleinen  Variationen  cc^,  .  .  .,  ccn—i,  so  wird  es  neue  Multip licatoren 
^2  +  e/g,  .  .  .,  d-,1  -\-  Jn,  geben,  wo  die  imendlich  kleinen  Grössen  J 
bestimmt  sind  durch  die  'n  —  1  Gleichungen: 

_   V  7  ^ 
«*■  —  ^  ^r  g^ 

r  =  2  ^ 

für  «■  =  1 ,  .  .  . ,  M  —  1 ,  und  es  wird  neue  Veränderlichen  ii-^,  .  .  . ,  ^f/ 
geben,  welche  gegeben  sind  durch 

n  —  X 

_  V    ^ 

Wenn  dann  alle  Grössen  -^  für   die  p  Werthe  von  r  und  die 

ca. 

ji  —  1  Werthe  von  i  ausgedrückt  werden  können  als  Fimctionen  von 

itp  und  die  Constanten  a  (die  jetzt  als  ein  bestimmtes  System 


j  ,     .    .    .  ,     up 
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betraclitet  werden),  so  ist  w/  eine  Function  der  j9  Grössen  u^,  .  .  .,  Hp, 
und  die  Bedingungen ,  welche  erfüllt  sein  müssen,  wenn  diese  Voraus- 
setzung gerechtfertigt  sein  soll,    sind   die,   dass  m  -f-  n  Variablen  x 

aus  den  m  -f-  n  die  Grössen  u^,  .  .  .,  Up,  -J-  enthaltenden  Gleichungen 
sich  müssen  eliminiren  lassen. 

Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dass,  wenn  ^j,  .  .  .,  Am-^-n  die  Aus- 
drücke von  Xj,  .  .  .,  X„,,  Yj,  .  .  .,  Yn  sind,  nachdem  in  den  letzteren 
die  Werthe  der  Grössen  -O*,  ausgedrückt  durch  die  Variablen  x  und 
die  Constanten  a,  substituirt  sind,  die  nothwendigen  und  hinreichenden 
Bedingungen  dafür,  dass  die  vorhergehende  Voraussetzung  erfüllt  ist, 
die  sind,  dass  die  Gleichimgen 

JL  ?A  =  i_  ^  =  . . .  =._!_  ^^^+^ 

A^    öa         A^    da  -^m+n      ^^ 

für  alle  Werthe  a  erfüllt  seien.  Dies  erfordert,  dass  die  Constanten 
a  in  Ä^,  Ä2,  .  .  .,  Am-\-n  nur  in  so  weit  vorkommen,  als  sie  etwa  in 
einem  allen  gemeinsamen  Factor  auftreten.  In  diesem  Falle  ist  die 
Differentialgleichung,  welche  von  u^,  .  .  .,  itp  befriedigt  wird,  d.  i.  die 
zu  den  Hülfsgieichungen  des  §  181  associirte  Gleichung  von  der  Form: 

eine  Gleichung,  welche  nach  Abwerfung  eines  den  A  gemeinschaft- 
lichen Factors  unabhängig  von  den  Constanten  a  ist.  Demnach  sind 
sämmtliche  Functionen  g,  welche  Lösungen  derselben  sind,  unab- 
hängig von  den  a  imd  somit  wird  u  =  \i  und  das  transformirte 
System  wird  durchgängig  dieselben  Variablen  enthalten. 
Das  System  wird  daher  die  Form  annehmen 

111  '      p       p 

V^fdu^  H f-  ü^'^'^du  =0, 

11'  p       p  ' 

wo  sämmtKche  Coefficienten  U  Functionen  der  Variablen  u  sind. 
Da  nun 

m  -\-  n  =  hin  -\-  V) 
ist,  so  hat  man: 

p  =  m  -\-  n  —  1  =  (h  —  1)  (w  -f-  V)  -\-  n, 

d.  h.  das  neue  System  hat  n  willkürliche  Integrale  und  (k  —  1)  n  be- 
stimmte   Integrale.     Man    kann    annehmen,    dass    die    ersteren    seien 
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Mj  ==  coüst. ,  .  .  .  j  Un  =  const.,  und  kann  das  neue  System  in  ein  an- 
deres verwandeln,  welches  nur  m  —  1  Variable  und  n  Gleicliungen 
enthält,  d.  li.  wesentlicli  derselbe  Fall  wie  der  bereits  behandelte. 

Die  Fälle,  in  denen  die  eben  genauer  angegebenen  Bedingungen 
wirklicli  erfüllt  sind,  ergeben  sich  nur  für  sehr  specielle  Formen  der 
Coefficienten  in  dem  gegebenen  System  und  daher  nur  sehr  selten. 
Hieraus  geht  hervor,  dass  ein  System  simultaner  bedingungsfreier 
Pf  äff 'scher  Ausdrücke  nicht  nach  einer  Methode  integrirt  werden  kann, 
welche  die  natürliche  Verallgemeinerung  der  Na tani 'sehen  Methode  ist. 

Die  partiellen  Differentialgleichungen,  welche  in  Bezug  auf  Ein- 
fachheit und  Interesse  gleich  hinter  den  partiellen  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung  init  einer  einzigen  abhängigen  Veränderlichen 
kommen,  sind  simultane  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung mit  zwei  abhängigen  Variablen.  Die  zu  diesen  gehörigen  Hülfs- 
syst«me  genügen  nicht  den  angegebenen  Bedingungen  und  daher 
können  diese  Gleichungen  nach  der  vorhergehenden  Methode  nicht 
integrirt  werden. 

§  184. 

Grassmann*)  hat  gezeigt,  dass  die  Integration  einer  partiellen 
Differentialgleichung  irgend  einer  Ordnung  ausgeführt  werden  kann 
nach  der  Integration  der  Gleichung  Xdx=^0,  wo  Xdx  nunmehr 
eine  extensive  Grösse  und  nicht  bloss  wie  in  Kapitel  5  eine  Zahl- 
grösse  ist.  Dies  lässt  sich  anwenden  auf  die  Integration  eines  Systems 
bedingungsfreier  Pf  äff 'scher  Gleichungen,  welche  als  speciellen  Fall 
die  Hülfsgleichungen  einer  partiellen  Differentialgleichung  von  höherer 
als  der  ersten  Ordnung  einschliessen.  Abgesehen  aber  von  dem  Be- 
weise der  Relation 

Xdx  =  U^dti^  4"  C^^Wg  +  •  •  • , 
-^0  ti-^  =  const.,  u^  =  const.,  .  .  .  das  Integralsystem  des  Systems  von 
Gleichungen  bilden  und  die  Coefficienten  ?7 nicht  mehr  Zahlgrössen  sind, 
hat  Grassmann  keinen  eigentlichen  Beitrag  zur  Auflösung  weiter 
Q-eliefert,  wahrscheinlich  weil  die  frühereu  für  das  Pf  äff 'sehe  Problem 
benutzten  Methoden  nicht  länger  mehr  anwendbar  waren. 

§  185. 
Demnach  erscheint   die  Lösung  des  Problems,  das  Integral- 
äquivalent   eines    simultanen    Systems    bedingungsfreier    Pf  äff 'scher 


*)  Ausdehnungslehre  (Ausgabe  von  1862)  §  501. 
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Gleiclimigen  zu  finden,  nach  keiner  der  gegen wllrtig  bekannten 
Methoden,  welche  im  Falle  einer  einzigen  Pfaff'schen  Gleichung 
zum  Ziele  führen,  möglich.  Dasselbe  ist  in  der  That  eins  der  all- 
gemeinsten Probleme  der  Integralrechnung;  die  Entdeckung  seiner 
Lösung  bleibt  der  Zukimft  vorbehalten. 

§  186. 

Dies  ist  der  gegenwärtige  Stand  des  zweiten  der  drei  im  §  175 
aufgestellten  Probleme.  Das  dritte  dieser  Probleme,  nämlich  die 
Verallgemeinerung  einer  gegebenen  Lösung,  ist  (abgesehen  von  einigen 
wenigen  besonderen  Fällen  wie  z.  B.  in  dem  Beispiel  des  §  175)  noch 
ungelöst  und  es  geht  aus  der  folgenden  einfachen  Darlegung  hervor, 
dass  die  Verallgemeinerung  ungelöst  bleiben  wird,  bis  das  zweite  der 
dort  angegebenen  Probleme  seine  Lösung  gefunden  haben  wird. 

Die  Anzahl  der  Gleichungen  in  dem  Litegralsystem,  welches 
einem  Paar  von  bedingungsfreien  Pfaff'schen  Gleichungen  mit  sechs 
Veränderlichen  äquivalent  ist,  ist  nach  §  176  gleich  vier.  Dieselben 
seien: 

«  =  const.,     h  =  const.,     c  =  const.,     /'=  const., 

so  dass,  wie  dort,  das  reducirte  äquivalente  System  von  Differential- 
gleichungen ist: 

de  =Ada-^  Bdb] 

df==Cda-\-Ddh\' 

wo  A,  B,  C,  D  Functionen  von  «,  h,  e,  f  und  der  beiden  andern 
neuen  Variablen  etwa  x  und  y  sind,  die  nöthig  sind,  um  die  ur- 
sprünglichen sechs  Veränderlichen  durch  sie  auszudrücken.  Um  nun 
das  specielle  System  von  Lösungen  zu  verallgemeinern,  muss'man  die 
Gleichimgen  erhalten,  welche  den  Uebergang  von  dem  obigen  Paare 
von  Gleichungen  zu 

dr  =  Pdp  -\-  Qdq 

ds  =  Rd2o  -\-  Sdq 

ermöglichen,  wo  p,  q,  r,  s  Functionen  von  a,  h,  e,  f,  x,  y  sind  und 
P,  Q,  B,  S,  falls  diese  Functionen  bekannt  sind,  durch  blosse  Sub- 
stitution abgeleitet  werden  können. 

Damit  die  Gleichungen  äquivalent  seien,  müssen  für  gewisse 
Werthe  von  q,  a,  q',  a'  die  Relationen 

—dr-\-Pdp-{-Qdq=Q{—de-^Ada-\-Bdb)-{-6{-df-\-Cda-\-Ddb) 
~ds-^Rdp-\-Sdq=^Q{—de-]-Ada-{-Bdh)  +  6\—df-\-Gda-\-Dd'b) 

Forsyth,  Theorie  der   Differentialgleichungen.  24 
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durch  passende  Werthe  von  p,  q,  r,  s,  P,  Q,  E,  S  identiscli  befrie- 
digt sein.  Jede  dieser  Relationen  giebt  sechs  Gleichungen.  Eliminirt 
man  q,  6,  P,  Q  aus  der  ersten  Grruppe  von  sechs  Gleichungen,  so 
erhält  man: 

d{x,  y,  aj~^       d(x,  y,  c)  "■         d(x,  y,  f) 


S(P,  2,  r)         ^  d(p,  g,  r)        ^  d(p,  q,  r)  ^  ^^ 


a(.r,  y,  b)  d(x,  y,  e)    "^        d(x,  y,  /) 

und  analog  aus  der  zweiten  Gruppe  von  sechs  Gleichungen: 

0\P^^         ^  d(p,  g,   ^)  ^  d(p,  q,  6)  ^  ^ 

d(.c,  y,  a)  "^       d(x,  y,  e)  '^       d(x,  y,  /) 

d(x,  y,  &j    '         d(x,  y,  e)  "•"       a(a;,  y.  f)  ' 

zusammen  also  ein  System  von  vier  simultanen  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  zur  Bestimmung  von  vier  abhängigen 
Variablen  *). 

Sofern  nicht  die  abhängigen  Veränderlichen  in  diesen  Gleichungen 
theilweise  separirt  werden  können,  bleibt  das  System  in  seiner  allge- 
meinsten Form  und  die  Lösung  des  Systems  hängt  dann  ab  von 
derjenigen  eines  Systems  von  partiellen  Differentialgleichungen  mit 
mehreren  abhängigen  Veränderlichen  und  daher  von  derjenigen  eines 


*)  Die  Auflösung  von  n  simultanen  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  mit  n  abhängigen  und  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  ist  von 
Hamburger  ausgeführt  worden  in  seiner  Abhandlung:  „Zur  Theorie  der  In- 
tegration eines  Systems  von,  n  nichtlinearen  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  und  n  abhängigen  Veränderlichen" 
Grelle's  J.  Bd.  93  (1882),  S.  188  —  214.  Aber  seine  Methode  ist  nur  auf  be- 
dingungsfreie Gleichungen  anwendbar,  wenn  die  Anzahl  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen zwei  ist.  Ist  die  Anzahl  m  von  unabhängigen  Variablen  grösser 
als  2  und  enthalten  die  n  simultanen  Gleicbungen  n  abhängige  Variablen, 
dann  müssen  gewisse  Bedingungen  erfüllt  sein,  damit  seine  Methode  anwendbar 
sei,  und  man" kann  beweisen,  dass  die  Zahl  dieser  von  einander  unabhängigen 
Bedingungen  gleich  {n  —  1)  (m  —  2)  ist. 

Andere  Untersuchungen  (z.  B.  von  S.  v.  Kowalevsky,  Grelle's  J.  Bd.  80 
(1875),  S.  1 — 32)  beziehen  sich  hauptsächlich  auf  den  Beweis  der  Existenz  der 
Lösungen  solcher  Systeme,  wobei  dieselben  in  der  Form  convergenter  Reihen  er- 
halten werden;  es  wird  aber  keine  Integrationsmethode  angegeben,  ausser  eben 
in  Form  von  convergenten  Reihen,  welche  willkürliche  Anfangswerthe  der  Ver- 
änderlichen enthalten.  Vgl.  auch  Bourlet,  Sur  les  equations  aux  derivees  par- 
tielles simultanees  qui  contiennent  plusieurs  fonctions  inconnues,  Paris  1891. 
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Systems  von  simultanen  Pfaff'sclien  Gleicliungen,  ein  Problem,  das 
bisher  noch  ungelöst  ist.  Die  natürlichste  Methode,  eine  theil weise 
Separation  der  abhängigen  Variablen  zu  versuchen,  ist  die  Verall- 
gemeinerung der  May  er 'sehen  Methode  (§  134)  in  der  Theorie  der 
Berührungstransformationen.     Wir  setzen: 

—  =  —  4-vl  —  4-(7  — 

da         8 a  ~^     ^de     '         df 
db  dh'^  -^  de   "1"^  df 


dr         -pdp         ^dq 


so  dass  die  Gleichungen  werden: 

dr  -p  d 

da  da    '     ^  da 

nebst 


dr 
db~ 

-■^db'^^dbf 

dr  _ 
dx 

dx    '     ^  dx 

dr  _ 
dy  ~ 

-^ dy^  ^a^/' 

welches  alle  von  A  und  ^  freien  Gleichungen  sind,  die  man  erhalten 
kann.  Führt  man  seine  Methode  durch  (ich  führe  dies  hier  nicht 
aus),  so  ergiebt  sich,  dass  die  resultirenden  Gleichungen  für  P,  Q,  p,  q 
nicht  von  der  gewünschten  Form  sind,  und  daher  ist  die  entsprechende 
theilweise  Separation  nicht  möglich. 

Hieraus  schliessen  wir,  dass  die  Verallgemeinerung  eines  ge- 
gebenen speciellen  vSystems  von  Lösungen  gegenwärtig  nicht  möglich 
ist,  da  sie  von  der  Möglichkeit  der  Lösung  des  zweiten  Problems  ab- 
hängt, für  welche  es  aber  zur  Zeit  keine  erfolgreiche  Methode  giebt. 
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